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摘要：研究了非线性中立型Voherra延迟积分微分方程及数值方法的散逸性问题。给出了关于此方程

理论解散逸性的充分务件，并获得了一类求解此类问题的线性p一方法的数值散逸性结果，此结果表明所考

虑的数值方法继承了该方程的散逸性。
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科学与工程技术中的许多系统具有散逸性．

即系统具有一有界吸引集，从任意初始条件出发的

解经过有限时间后进入该吸引集并随后保持在里

面。散逸性研究一直是动力系统研究中的重要课

题。当数值求解这些系统时，自然希望数值方法能

继承系统的该重要特性。1994年。Humphries和

Stuarttll首次研究了Runge—Kutta方法对有限维系统

的散逸性。1997年，Hilfa研究了其无穷维散逸性。

2000年．肖爱国[53研究了Hilbert空间中散逸动力系

统一般线性方法的散逸稳定性。同年黄乘明㈣将该

研究扩展到常延迟动力系统，进一步获得了线性乳

方法、Runge—Kutta方法、单支方法对常延迟微分方

程的散逸性结论。2004年．田红炯罔给出了有界变延

迟微分动力系统及乳方法的散逸性结果。2006年，

文立平等191研究了一类求解分片延迟微分方程的线

性多步法的散逸性，以及沃尔泰拉泛函微分方程的

散逸性，11。l甘四清f11】研究了沃尔泰拉积分微分方程

线性日一方法散逸性。2007年。甘四清旧研究了非线

性沃尔泰拉延迟积分微分方程口一方法散逸性，姚金

然等旧研究了应用于此类系统的多步Runge—Kutta

方法的数值散逸性。同年程珍和黄承明114绐出了非

线性中立型延迟微分方程散逸性的充分条件，并获

得了线性多步法的数值散逸性结论。2008年，文立

平等旧研究了一类非线性中立型延迟微分方程0一

方法的散逸性。同年，王晚生等t16l研究了中立型分片

延迟微分方程Runge—Kutta方法的散逸性。本文讨

论了非线性中立型Voherra延迟积分微分方程线性

乒方法的散逸性，并给出了该方程的散逸性结论及

其证明，对一类线性弘方法的数值散逸性的充分条

件进行了研究和讨论。

2非线性中立型VoIterra延迟积分微分方程的散

逸性

设(。，‘)是c。中的内积，11．Il是该内积导出的范
数。考虑非线性中立型Volterra延迟积分微分方程

[yO)一Ny(t—f)]7=，(y(f)

y(f—f)，f--一27'l"g(f，J，y(岁))dj)，f≥o (2．1)

Y(f)=妒(f)，t≤0
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其中f是一正常数，Ⅳ∈∥是常数矩阵，满足0ull<1，
tp(t)连续，，：∥xCdxC。-÷cd是一给定的连续函

数，g：【o，佃)×[-2f，佃)×∥_∥是连续函数册g
分别满足以下条件：

Re(u—Nv，f(u，'，，w))s以f)

+aft)IfH02+：<o llvll2+∞(f)llwIl2
M，’，，WE Cd,tE【o，扣) (2．2a)

IIg(t，s，u)Jl<-cllull，tE【o，佃)，
J∈卜2瓦佃)，U∈C4， (2．2b)

其中y@，口@，O(t)，∞@，是定义在【0，+∞)上的有界连

续函数，c是常数。

定义2．1 方程于∥上称为是散逸的，如果存

在一有界集BC∥，使得对任意有界集中c∥，存在

一时刻岛；幻(卿使得对任意给定的初始函数妒(冰iCk

卜f，01，对所有挺卜f，0】，妒(冰西，当z≥岛时相应的

解巾)EB。B称为该问题的吸引集。

命题2．2若函数f满足(2．2a)，则对任意l≥O

有yO)≥O。

引理2．3设，，(f)是满足条件(2．2a)的系统(2．1)

的解，对任意t≥0，a(t)<--O,fl(t)≥O，∞O)≥O则有

8_)'也)一Ⅳy(，2一f)|12

≤exp(r口(，7)却)№)一／qy(t。一f)I|2
+2J：：2 y(f)exp(e口仞)却)df
+2r2(∥(f)一口(f)0Ⅳ112+∞(f弦2c2)

．exp∞口仰)d玎)吖。一嬲：。oy(硝，
Vfl，t2：Os^≤t2<扣 (2．3)

证明：记

y(f)=8yO)一Ny(,-,)112

=(yq)一Uy0-r)，Y(f)一ivy(r—f” (2．4)

由条件(2．2)有

y’(f)22Re(y(t)一ⅣyO—f)，

，()，(r)，)，(⋯)，正g(∽，y(s))出))
≤2(yo)+口(f)0y(f)If2+∥(f)《y(f—f)||2

删r)畦譬t^y(s))出1121
a 2(r(f)+口(f)lly(,)112+声o)lly(f—f)112
+埘(fl&C2 mm删a口x，∽)112) (2．5)

由(2．4)可得

y(f)s 2(胁n№(r—f¨
所以

=lly(')112≥y(f)一2 8Ⅳy(，一f翊2
由(Z．5)皮∞)<-0口]得

y7(f)≤2八f)+嘶)y(f)一姒f)I唧(卜f)112

+2(卢(f)+oXt)r：c2～m。a，x。Ily(：)112

≤2以f)+似f)w)十2(∥(r)一嘶)㈣2

+嘶)矿c2)，-j黔。Ily(@2，
则有

罢(y∞唧“口㈨刁))
≤2[y(f)+(户(f)一口(f)oⅣ02+∞(f)T2C2)。
．盟jiy(钊12]exp∽口(，7)却)，

对任意tl，乞，0stl-曼<t2对上式从t，到如积分可得

Y(t0≤唧(r口(功叫y(f1)
+哲煳印幢删叫衫
+听似o—以oI矸+缸伽2，)·

印(￡烈功叫吃瑕。I蚓12 (2．6)

所以不等式(2．3)成立。引理2．3证毕。

定理2．4假设y∞是满足条件(2．2)的系统(2．1)

的解，对任意tI>0，存在嘞，titl，岛，帕，too，使得∞s理

@<-do-0，fl(t)<-flo，y(t)---yo，at(t)<--too且有

J(1+UulI)'唧瓴小2(风十矿厶础02)普
+llull<l (2．7)

则系统(2．1)是散逸的。

证明：对任意埘0，f】，取l。：0，tz=tfl3(2．3)n-T得

|Iy(，)一Ny(t—f)112

<exp(￡口(rt)drt)lly(0)一Ⅳy(刮2
+2J：：y(f)exp(￡口(，7)d，7)df
+2J：：(∥(f)一口(f)flⅣli2+脚(OrZcz)·

exp(c口QT)drl)d(_m曼x。II．)r(跏
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一 一——————————～-_—_-—～———————_——————’—_————_-——_^———————————、———●-—’_—__-h———_●—_——●-_————一

s[(·+oⅣo)2exp(￡口(刁)d刁)
+2￡(卢(f)一口(f)0Ⅳ112+∞(f弦2c2)

exp(r口(巧)d刁)df]茹
+2r厂侈)exp也盯o)却)彤，

其中编2艇ma鲫x 11缈(0I。

所以1]y(t)-Ny(t—f)02

<[(-+㈣)2+2似一q㈣2+％r2c2)．

普卜等2‰
则有

愀f)一№o—f)0

+

则有

其中

co=

眇(f)忙co‰+，． (2．8)

+IINII．r=
(2．9)

!93'b，对任意￡>f，选取￡。-t一彳，t2．t则由(2．3)9

知

lly(f)一Ny(t—f)『

，≤唧眩口o)却)№一力一Ny(t一2f)42
+2丘yG)exp@口o)却)df

‘ +2J二(∥(f)一口(f)8Ⅳ12+∞(f弦2c2)·

exp(I：；口o)砌)以地m。a，x，Iy(硝
≤(1+JlⅣjJ)2exp(r口(刁)却)。麟。雌)42

+2ry(f)exp以口o)却)df
+2【p(f)一口(f)0Ⅳ112+国(f弦2c2)·

exp@口o)却)必蛳m乖ax。fly(钟

≤[(1+《Ⅳ|I)2 exp(％f)+2(成一q f{Ⅳ82

郴2f2)]普一maxH№，02
． 一％

则有

Ily<f)ll-<c，一，m，；a{；x，一，fIy(孝)8+，- (2．10)

其中

C=

+aNII。
则有

Ily(t)ll≤c，一，m，；fa；x卜：，Ily(孝)0+，．(2．1 1a)

或者

Ily(oIl<-c心m鼬ax呵愀酬+，(2．1 lb)

类似文献‘田中证明技巧，由(2．8)，(2．11)递推可得

当c(G‰+厂)≥co‰时，可得

∽f)ll<C‘Coco+r∑c7，
j=o

f∈(之f，(七+1)f]，k=l，2，⋯ (2．12)

当C(Co妒o+r)<coCPo时，可得

帆f)8≤c‘co％+，．∑∥，
j=o

f∈((2七一1)r，(2七+1)f I，七=L2，⋯ (2．13)

由(2．12)，(2．13)可知，系统(2．1)是散逸的。定理证毕。

注2．5当问题(2．1)右端函数不含有积分项，

也即退化为非线性中立型延迟微分方程

[)，(，)一脚O—f)了=，()，(f)，)，O—f”
t≥0

)，O)=妒(r)，-r<ts0

此方程的散逸性研究可参见文献㈣。

注2．6特别地，当N---0时，系统(2．1)变为非线

性Volterra延迟积分微分方程

1)，70)=，()’o)，y(∽)'t-一‘。g∽y(s))出)
{f≥o
I)，(f)=妒(f)，f≤o
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由定理2．4可知，此系统是散逸的。

3线性乳方法的散逸性

本节讨论应用于系统(2．1)的线性e一方法的散

逸性。假设a础(D，卢碘，y=y(￡)为常数。
考虑求解系统(2．1)的线性弘方法：

Yn+。一慨¨=咒一^甄+加·，(咒彬-^彬兑+I)
+^(1-O)f(y．，死，兑) (3．I)

这里靠是系统真解在f产n^的值y㈨的逼近，i

和；。分别逼近y(卜f)和f气-_f2fg(f，凡)，(s))凼。设f
=(m一黼，tl／,为正整数，se[o，l】。或可由下面线性插值

程序获得：

或=艿)k。+l+(1一艿))_。 (3．2)

箩。可由下面插值程序获得：唧

或：鱼鱼；堕g“，厶．，y^，)

+竺掣gn‰以刊)
+J『l∑g O。，o⋯，Y。叶。)

+互h g以，厶，H) (3．3)

其中当l≤0时，yJ=驴(胁)。

定义3．1 称方法(3．1)为散逸的，如果该方法应

用于满足条件(2．2)的系统(2．1)，存在常数r，使得对

任意函数妒(t)，存在n。(歹，J11)，歹2恶忉(f)l}，使
得

Ily。II-<，，n≥n。 (3．4)

定理3．2假设方法(3．1)满足陡【l／2，1】，系统

(2．1)满足条件(2．2)，且／3一>o，∞≥0，a伽f 2c2<0则

该方法是散逸的。

证明：由(3．1)得

Y。+I一^呒+l—hef(y。+l，死+l，夕。+I)
2 Y。一^r瓦+hO—O)f(y。，瓦，夕。) (3．5)

等式两边分别作内积，由0E[1／2，11及条件(2．2)得

Ily剃一Ⅳ瓦+。一hOf(y川，瓦小歹川)112

=Ily。一^7瓦一hBf(y。，瓦，歹。)112

+^2(1—20)llf(y。，瓦，歹。)112

+2hRe(y。一城，，(n，瓦，夕。))
≤Ily。一N-L—hOf(y。，瓦，歹o)112

+2h(r+ally。112+#Ily。112+∞0歹。112) (3．61

通过递推可得

9以一城-hOf(y．，死，兑)02
<-Ilyo一氓一hOf(yo，Yo，歹o)112

+2，zhy+2施∑．-i㈧12+2^∥∑．-I㈣2

+2蛔∑n-I慨112 (3．7)

由(3．2)可知

㈣2 s艿2Ily一+。112+0一万)211y—112
十万(·一艿)(8y卜．+。82+8y，一，82)
=万k川2+O-#)lly加112 (3．8)

由(2．3)，(3．3)，

下hO-a)2+掣+m叫¨h2：f(3．9)2 2
7 V“，

以及柯西一施瓦蓥不等式可得

11歹．112≤0华恬(‰批)112
+—h(2了-扩型J|g(f^，f^⋯，靠⋯)0：

+^∑m-IIIg(f。，气一。，)，，。。U2

+铷(¨以112)

耐f华II)，JII
+堡掣k。II：
+一m--I帆．“112+hllY．112 1 (3．10)

由(3．7)一(3．10)及f=(m嘲．II可得

Ily。一瓴一h口f(y。，死，死)02-2h·’

p+卢+∞f2c2)∑．-i川12

≤0)，。一Ⅳ弼一膪，(YO'-0，歹。)112
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+2咒^7+2^∥(，羔。JJ乃J12+c，一万，”y一。Jj2) 当，n≥ilY：f箩r!：：苫)I焉iilY’i三i。L』一”+1 ／ I^I|s十D 0 o⋯⋯^一m+lI

+2^功zc：f f艺l y．，112,．皇玉!；兰尘=-JI)’一。o：1 +(1-)oⅣ㈣y一～m|I’，l≥，‰ (3·18)

＼产“+1
‘

／ 由递推可知，(3．17)对此种情况仍然成立。由

<[[Yo-NYo-hOf(yo，Yo，歹0)112+2nhy (3．13)和(3．17)可知，该方法是散逸的。定理证毕。

+2r(fl+0yr2c2)矽2 f3．111
推论33梯形方法是散逸的。

当^r=0时，由(3．11)及d伽r2c2<O可得
!i．+m．Ily。II-0 (3．12)

所以，对任意B>0，存在mo>0，使得

帆8<￡，n>mo (3．13)

当T>0时，利用类似于文献[51的推导技巧可知．存在

于>O，廊o>o，使得

8)_一Ⅳ瓦0≤尹，疗≥，‰ (3．14)

其中

r 2 d。+—2(／1—+2函r(fl砚+a再rt'：c万：)dt孑)+4r(r+2h)y，1

1—2』帕f口+口+n玎2c2 1
’

晚：鱼±三二!壁二竺：!：超+2m+l'，‰2—————-二———————L+Z+I．
”

2hz
’

护!Ili菇肛-肌加似mw)JJ2，
M，1，，w∈X，

厶=IIlltls’rlIsup压(IJu-uVll2+JIl2口2 IIf(“，y，w)02)，

以，v，W∈X，

小矿加i蒉为，
当m=l时，由(3．14)，(3。2)日]得

0H0s产+0Ⅳ(6咒+(1—6)咒一。渊，
n≥瓯，

则有
。

㈣≤南+错kl，
n≥而。

由递推可得

Ily．ns南“¨娩氐’

(3．15)

(3．16)

(3．17)
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Dissipativity of Linear 0-methods for Nonlinear Volterra Delay-integro-differential

Equations with Neutral Type
Yao Jinran，Zhang Xuehua，Zhao Lei

(1．Department of Mathematics，Huangshan University，Huangshan245041，China；

2．College of Information Engineering，Huangshan University，Huangshan245041，China)

Abstract：This paper is concerned with the dissipativity of nonlinear Voherra delay—-integro——differential

equations with neutral type．A sufficient condition for the dissipativity of theoretical solution of the

mentioned problem above is given，and the dissipativity results ale obtained for a class of linear O-metheds

when they are applied to these problems．The result shows that the numerical methods inherit the

dissipativity of the underlying problem．

Key words：nonlinear Voherra delay-integro-differential equation with neutral type；dissipativity；

linear0-method
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