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摘 要：讨论了基本初等函数的判定以及初等函数的构成和初等函数的判断。对现行教材中初等函数

的定义提出了商讨意见。
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高等数学研究的主要对象是函数，而基本初等

函数和初等函数又是函数中的基本而又重要的概

念。关于它们的概念．不同的数学分析和高等数学

的教材以及参考书有不同的定义和描述。这其中有

些在本质上是等价的。而有些又是有区别的。另一

方面，关于这方面的习题又经常出现，有些甚至不

够准确。在教学中，本人发现许多学生甚至个别的

教师对这些感到模糊，也不是很重视这些内容。为

此，本文针对这方面的问题做了一些补充和整理。

现行的数学分析教材【11对“初等函数”的定义

为：

定义1 由基本初等函数经过有限次的四则运

算与复合运算所得到的函数，统称为初等函数。

在这里，基本初等函数指常量函数(y=c)、幂函

数(y=矿，t／,为实数)、指数函数(y彰，a>0且口≠O)、对
数函数(y=logt矿，a>0且o≠1)、三角函数(y=sin鬈、y=

C05石、y-=tan x、y'--cot茗)、反三角函数(y=arcsin算J2

81"CC05 x,y=arctan x,y----arceot石)。

可见初等函数的构成有四则运算、函数的复合

两种情况。

2基本初等函数的判定以及初等函数的构成

虽然基本初等函数是最基本的概念，但在教学

中很多学生甚至一些老师对“基本初等函数的判

定”这类问题也容易出错。

例l：下列函数中是基本初等函数的是( )

A．flx)=x+l； B批)=哨；

c荆≈仃；。㈣_{罢。
分析：像这类问题，要严格按照基本初等函数

的定义，即判断上述函数是否符合某一类基本初等

函数表达式，容易知道A、B、D都不满足任何一种基

本初等函数。

解：由于为幂函数，结果应为(C)。

例2：下列函数中不是基本初等函数的是( )

A．y=V导； B．y=(扣
C．y=l095。；D．y=2x。

分析：y=V}为幂函数、y=(}广为指数函数、y=
l095"为对数函数

解：结果应为(D)。
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关于初等函数的构成，许多的教材、参考书上

都有类似的习题和例题，但它们都描述得不够准

确，这样一来会让读者感到错误的理解。

例3：Ill试问下列函数是有哪些基本初等函数复

合而成?
，———1。r

(1)产(1协)加；(2)y=lg(1+V l托‘)
分析：教材所给出的答案是：y=(1帆)∞是由y=

，—。——T

铲，u=l+x复合而成。y=lg(1+Vl+f)是由产1伊，／z----

l+v，v=x／lt，，'／O----1群，复合而成。
事实上，例3题目及答案不够准确，混淆了基

本初等函数的定义以及初等函数的构成，即u=l+x、

w=l+x2本身不是基本初等函数．并且它们也不能仅

由基本初等函数复合而成，而是必须通过一些四则

运算才能构成。因此笔者认为例3题目应改为：

例4：试问下列函数是有哪些基本初等函数复

合或四则运算而成?
r—’—T

(1)产(1帆)∞；(2)y=lgo+V l慨‘)

解：产(1+力∞是由y．=：／A"m(其中u由l、茗通过四则
，—“—T

运算组成)复合而成。y=lg(1+Vl+x‘)是由y=lgu(其

中u由1、秽通过四则运算组成)、V--．．．m、／埘(其中∞由

l、s通过四则运算组成)、s=x2复合而成。

当然。也可以像有的教材那样把例3改为：

例5：试问下列函数是有哪些初等函数复合而

成?
，———T

(1)产(1忆尸；(2)y=Iso+V10)
解：，r=(1卅∞是由y剐∞，u=l+x复合而成。y=lg

0+V10)是由y=lgu，u=l+v，v=、／百，埘=1群复合
而成。

。

这样通过上述分析，我们对基本初等函数的判

断以及初等函数的构成也有了比较准确的理解。

3初等函数的判断

虽然文fl】给出了初等函数的定义，但不同的教

材关于初等函数的定义有着不同的描述，例如高等

数学教材l*ges“初等函数”的定义为：

定义2由常数和基本初等函数经过有限次的

四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用

一个式子表示的函数，称为初等函数。

在这里．基本初等函数指幂函数、指数函数、对

数函数、三角函数、反三角函数，只不过此定义本身

已包含了常数。抛开常数是否是基本初等函数这一

情况．应该说定义1与定义2这两个关于初等函数

的定义的根本区别在于初等函数是否是可用一个

式子表示的函数。

由于基本初等函数经过有限次的四则运算只

产生一个式子，而函数的复合则可产生分段函数，

立口y=订胴2，可以复合成函数y={=。但这
种分段函数毕竟可以用一个式子给出。而初等函数

定义中函数的复合步骤只允许有限次．那么这样得

到的函数当然可用一个解析式子表示。这样定义2

中的第二个条件就蕴含在第一个条件中了。这就不

符合给概念下定义的规则。并且定义2含义并不明

确，也容易给人造成误解，甚至导致有些书131就明确

声明分段函数不是初等函数。这显然是不正确的。

因此笔者认为这两种定义有相同的内涵，而且定义

l更合适。

另外即使有人意识到分段函数可能是初等函

数，也可能不是初等函数，但都未能给以足够的重

视并加以全面研究，从而对这个问题的认识不是很

清楚。

例6厂∽={二鬈0函数也可以写成川=
～兀旦．它是由、／百、u=xa以及移剐通过复合或四则
运算得到，因此为初等函数。同理函数g ljc)=

l：石墨也可以写成荆≈抄恬’+(308渺Cx)
一1，它也是初等函数。

例7

Al,x=al

A2,x=a2

离散分布函数荆={As,x=as，这里凡是正

A
n，,W"-．41n

整数，At、面i=1，⋯，力是常数且儡≠吩，“≠力，i4=1，2，⋯

n，则易知该函数是初等函数，这是因为

舶=、／G一。·)0一面⋯0—硝+、／一0一Ⅱ-)0一曲⋯0一曲

+丛；鱼=蓟垒=鳓=建二出+兰至生二竺i生型：：：生二堂
． 。h一蚴(嘶—曲⋯(口，一曲‘他一锄)(Ⅱr勘一池一曲

．A。@一Ⅱ·)仁—哟⋯G—acd
(％一口1)(q广Ⅱ2)⋯(玛，叫。
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那么究竟什么样的函数不是初等函数呢?几乎

所有的教材都称“不是初等函数的函数为非初等函

数”。严格来说这不是一个定义。

例8：狄利克雷函数。cx，=f三：二芰妻薹萋以及
【0，1】上的黎曼函数

尺(髫)：{寺当萨号帆g∈Ⅳ+，号既约真分数)都不是
10，当石=0、1和(0，1)内的无理数

由基本初等函数经过有限次的四则运算与复合运

算所得到的。因此不是初等函数。

从以上例子可以看出，有些分段函数通过转化

可用一个式子表示。能表示为初等函数形式。但是

有一些分段函数虽然目前不能表示为一个式，但是

随着数学的发展。有些分段函数以后就有可能表示

为一式子。可见初等函数与非初等函数的区别不能

仅从表面上是否为一个式子表示，还应该从每个分

段在其对应区间上的解析式及其在分界点的情况

等方面考虑，限于篇幅，关于这方面的内容读者可

参考文献M。

另外初等函数与非初等函数还有其他的判断

方法和表现形式。

侈|19：函龇)=瞄=在分段氘=o处不
连续．因此由“初等函数在其定义区间上连续”知该

函数必定不是初等函数。

另外。有些初等函数还可以表示为级数、极限

等“非初等函数”的形式，如：

例10：级数1慨+等+手+⋯手+⋯，茗E R和

级数菇一手+手⋯(-1)‘西筹争+⋯，茗∈R聱是初

，石¨． ，

等函数，以及f(x)=lim(1一兰堕)n+(J 上出)一畛o
lPo n J l ‘

且口≠1)也是初等函数，事实上由级数的和函数和极

限的运算容易知道他们分别等于e',sinx、口，+

r击，但从初等函数的定义上却不能解释这些情
Ⅱl协1’1J

况。

由此可见，上述关于初等函数的定义是从初等

函数的组成结构来界定的，只是从表达式上来定

义。既没有从外延上给以明确划分，更没有从内涵

上给以明确恰当的表明。随着客观现实及数学实践

的不断深入，会赋予函数更多的属性，而分段函数

等其他函数的表现形式和属性延伸也会越来越丰

富充实，分段函数等其他函数的属性与初等函数的

属性的重叠交叉会越来越多，关系越来越复杂，遇

到的冲突矛盾会越来越多。关于初等函数与其他函

数的关系问题，至今未得到完满解决(我们所学的

教材和参考书也只是简单地提了一下)。因此需要

数学界的专家和学者给出“初等函数”以更加严谨

确切的定义，以免在数学实践中出现混乱。
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