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均方误差意义下的无偏估计与有偏估计
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摘要：讨论均方误差意义下的无偏估计与有偏估计，得出线性模型中一些有偏估计在MSE准则下具备

比无偏估计更好的优良性。
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估计量的无偏性是参数估计理论中一个重要

的概念．也是衡量估计量优劣的标准之一。但是无

偏估计不一定存在，且一般不唯一，也不一定比有

偏估计更优。因此，我们给出均方误差意义下的无

偏估计与有偏估计。从直观上看。一个好的估计应

该离真值比较近，在真值的周围波动，同时一个好

的估计应该有较小的均方误差。故此，均方误差是

评价一个估计优劣的较有力的标准。[11在本文中，罗

列了几种模型之下无偏估计跟有偏估计在均方误

差意义下的比较。

2无偏估计与有偏估计的均方误差比较

考虑Gauss—Markov模型

IY=X8+￡

1E(￡)二o covp)；仃：‘ (1)

其中】，；y肿l是因变量的观察值向量，x=x。

为列满秩的设计矩阵，卢=‰是未知的参数向量，
￡=‰是随机误差向量。最小二乘估计是线性无

偏估计类中方差最小的，有偏估计可以在均方意义

下优于最小二乘估计．使得这个估计在有偏估计类

中是关于均方误差最小。

2．1岭估计

对于线性模型(1)，回归系数口的岭估计定义

为：

声(七)=(xX+盯)．1x，

这里k>O是可选择参数，称为岭参数。岭估计是

有偏估计，但是其均方误差很小，在复共线性存在

的情况下．岭估计优于最小二乘估计。为证明其优

良性质，引入模型(1)的典则形式：

设五≥⋯≥屯为XT／的特征根，纺，⋯，％为对应

的标准正交化特征向量。记币=慨，⋯，％)为pxP

正交阵，再记A=diag(^，⋯，五P)，于是xx=①人蜕
则线性回归模型可改写为：

lY2％lp+z口+￡

IE(￡)=o coy(E)=仃2L
、‘7

其中常数项记为％，Z=x①，口=西’肛

典则回归系数的最小二乘估计西=A—z7，岭

估计为口(七)=(人+盯)_z丫．另外还有估计

幺=(A+盯)(z7+虚)。可知馄西的一个线性变换，
且当k>l时，反是口向原点的压缩。
容易证明以下结论成立：
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Mse(a)=Mse(p)，MSe(aCk))=MSe(声(k))。
定理2．1．1存在k>O。使得

^佑￡(p@))<^f距(p)。
证明：只需证明MSE@(七))<脚@)
因为设计阵Z中心化，有I'Z=0。所以

Edt(k)=(人+JU)～z'(aol+Za)=(人+U)．1Z，z盯

=(A+盯)_Atr

。Cova(k)=盯2(A+“)一1Z'Z(A+盯)一1

=盯2(人+灯)一1人(A+廿)’1

于是

^f距(舀(七))=f，．cDV盘(七)+0j}西(七)一cr02

∥窆1=1南K耘圭i=l禹K=仃2∑杰+七2∑尚
IA十J IA十J

=Z(k)+f2@)=，(七)。

对_|}求导。得

水)=-20．2喜南，珈冲矿喜蔫。
因为

正’(o)=一2口：杰击<o， ∥(o)：o。

于是，7(0)<0，但是f 7@)在k≥0时候都连

续，故，7@)在k>0且充分小时f7@)<o。亦即

，@)=MSE(dl(k))在七(>o)充分小时是k的单调减

函数，因而存k’>o在足∈(o，k。)时有厂@)<，(o)=

MSEp)，这就证明了彪范p(七))<M姬p)。
2．2在实际情况中，线性模型的误差并不总是等方

差且不相关的

接下来我们把以上估计推广到模型

fY=Xfl+e

1E(￡)：o c0、，(D：矿y，y>o (3)

给出卢的广义最／j,--乘估计声+=(xV。1x)-1xV一，y，

可以计算卢的广义岭型估计p’@)=(x气，’1x+灯)’1

模型(4)的典则形式：设A≥⋯≥劝宕宕：xv一一X
的特征根，仍，⋯，％为对应的标准正交化特征向量。

记m=触，⋯，％)为PxPt交阵，再记A=diag(^，⋯，以)。

则线性回归模型可改写为：

陟=％1P+Za+g
1E(枣)：0 coy(g)：仃：L (5)

冥中常数项记为％，Z=x①，口=Q仁

典则回归系数的广义最／J,S．乘估计为矿=(A)一t

zf。岭估计为口’(足)=(人十U)一zf。另外还有估计

口．|=(A+乇，)4(z，+口。)。可知《是盯+的一个线性变

换，且当k>1时，嚷口询原点的压缩。相应的
p+=西口‘，卢+(七)=m口+(t0，屏’=m％+。

定理2．2．1存在时露>l，MSEp。)<脚E∥)。
证明：因为

Gt*I=(人+甜)一1(zf+∥)

Coy(o：})=仃2(A+灯)q(人+，)-A一1(A+，)(人+k／)-1，

I尉《)一叫卜I(^+盯)_i(A+，)口一训2=*(^+材)4“+，)一，)叫12

=娄(∞一-”¨唾番
所以 ．

脾雠)=护coV娃)+忙擘卜硎=仃2套嚣荸每
+(1-玎喜赤删。

可求得

g钕M矿姜将一2(1-k)-喜南
唧卅2兰i=l南

<0且g(k)在k>1时连

g(七)<g(1)，即榔￡(t)<

嘤222驷扣w，孵灿
xV—Y。另外还有估计以=(x’，dx+材)。1(x’，。1x+矿)。 MSE∽)<MSE(∥@))。
只要k≠l，卢‘(七)以及∥I皆为有偏估计，为便于讨

论这种估计的性质，对模型(3)作适当的变换：
一
』 ． j 』
Y=V 2y：X=V 2X：g=V 2。

得到

lY=x∥+吾

IE(言)=o cov(g)=仃2， (4)

证明：因为

磁=三(人+hi)一1(撕耐)=(人+肼)-Izr矿
+(A+肼)一1口+=口‘0)+(A+^[，)_1口+，

。(口’)=仃2A-I，。心，)=鲁，E(《，2)=百0-2+砰，
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肥㈤=善E心旷嘶)‘o
又因为

， ，：

E‰，一q)2姐卜睁珥+惫l
=目种)一g)z+础郴)卅’惫卜南￡㈤
·蛆眩㈣训2+寿c去·肾砰卜2)
+南睁砰】
姐(训刮2+描+播砰。

所以，对f=k，球和。由上式可得

MSE(tt'k)一MSE(口取))-孝播砰嘻湍
弘2七喀南∥喜茄2+--。

因此．要使^船￡(以)<腻范F(七))，只要

”2七喀南∥姜蔫m
因此当

七>舢州州舭姗时，
脚(以)<脚@‘(忌))。

2．3约束岭估计

如果给模型(1)加一个非其次线性等式约束，

即模型变为

fy=Xfl+e

{E@)=o coy(e)=o"2f． (6)

I尺卢=r

其中尺为m印非零已知矩阵，r为mxl向量，秩(尺)=m。

定理2．3．1对于线性模型(6)设尺为mXp矩

阵，秩(尺)=m，M(R’)CM(X，)'且邵=r相容，若秩(X)
．P，则b(R)--=b+S—R7(RS—R7)一(r-Rb)为／3的约束最小

二乘估计。

证明略。

定理2．3．2对于线性模型(6)设尺为mXp矩

阵，秩(R)=m，M(R7)CM(X，)'且祁-r相容，则卢的约
束型岭估计为：

b(k，尺)=6(七)+最’1F(R是-1R，)-1(r-Rb(k))

其中6(七)=s～I．&=xx+灯

证明略。

定理2．3．3当o<k≤2哆知+卢时，在均方意
义下，约束性岭估计6@承)优于约束性最dx--乘估计

b(R)，其中￡，=，，-ff(Rg')～R，矿为U的加逆号。

证明略。

3结束语

可见。线性模型中一些有偏估计在准则下具备

比无偏估计更好的优良性。关于有偏估计，在不同

的模型下有不同的形式，用均方误差去评估其好

坏，最主要一点是确定k的取值，关于这方面的研究

还在继续，文献刚大量运用数学知识推导，给出k的

不同取值下均方误差的比较，然后得出较优的估

计。
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    提出递进自回归预测方法,其中包括递进自回归模型、递进自回归滑动平均模型、递进时变自回归模型、递进时变自回归滑动平均模型、递进回归-

自回归模型.建立时间序列的递进预测公式,给出其最佳无偏预测,并推导出递进均方误差计算公式和高置信水平的递进预测区间估计.该方法是以逐步线

性形式表示的一种非线性预测,既具有线性预测的简单性,又具有非线性预测精度高的特点.它不但可用于平稳时间序列预测,而且还可用于非平稳时间序

列预测、确定性时间序列预测和小样本预测.此外,文中还给出时间序列线性组合及乘积的预测方法.并通过加权累加、倒数变换等方法,对观测值进行映

射变换,使其呈现出更强的规律性,以进一步提高预测精度.
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