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一种类型的薛定谔方程求解
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摘要：运动原子与光场作用模型的薛定谔方程都是变系数微分方程，提出运动原子与光场共振作用

的薛定谔方程经过适当方法处理可以变为常系数微分方程，能够得到精确解。
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量子光学常常研究原子与光场发生相互作用

呈现的一些量子特性，其关键是建立相关模型的薛

定谔方程，然后求得波函数的解析解，从而得出量

子系统的所有非经典特性。如果原子静止在光腔中

与光场作用模型的薛定谔方程都是常系数微分方

程，当研究考虑原子的运动时，模型对应的薛定谔

方程是变系数微分方程，一般难以得到解析解。但

有一种类型的薛定谔方程经过处理可以变为常系

数微分方程，得到精确解，而且关于此类方程求解

还未见报道。

1模型及对应方程

1．1 二能级原子与单模光场作用系统

在腔量子电动力学技术中，采用让一原子束沿

轴向通过矩形或圆柱形腔而与不同的光场发生相

互作用的方法，来考察模场与原子耦合产生的各种

量子效应。在旋波近似下二能级原子与光场作用系

统的哈密顿量可表示为：f，】

H=嘲+a+％￡+gf(zXS+a+a+&)(壳=1) (1)

式中矿，a分别是频率为ca)的光场产生和湮没算符，&

和Is：分别是原子反转和跃迁算符，‰为原子的跃迁

频率，g为原子和模场的耦合常数鼻)是腔场模的形
状函数。设原子沿z车由运动，因此，只需考虑场模形状

函数对Z轴的依赖关系。原子的运动可具体化为：

弛)咄力=sin(乎) (2)

式中∥表示原子的运动速度，P表示长度为L的腔场

模的半波数。不失一般性，选择原子速度t，=锉，考虑
1T

共振情形‘1)=(1)。。假定原子在￡=o日寸刻进入腔时处于

基态和激发态的相干叠加态：

I吮(0))=cos{i2)十sin{e嘶11) (3)

经半个波长后离开腔，光场是单模腔场，设

I移)=∑Gf砖 (4)

则整个系统的初始态矢为

I妒(0))=￡{G cos罟}2’砖+G sill罟P却11，甩))(5)
随时间的演化。t时刻系统的态矢在相互作用绘景中

可表示为
吖

I∥(f))=∑{％(f)j 2，砖+k。(r)11，，l-t-1)} (6)

在(6)式给定的初始条件下，求解相互作用绘景下

系统的Schr6dinger方程：
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简化后可得到如下形式的二阶变系数微分方程：回

6厶(f)一pgc留(pgf)噬+I(f)·

+92√而sin2(pgt)b．+1(f)=o (8)

1．2置型三能级原子与单模光场作用系统

类似地，在旋波近似下系统的共振相互作用哈

密顿量可表示为：

V7=gsin(p’,rvt／D(aSol+口+Sto+岱12+口+是1) (9)

其中，∥表示原子沿腔轴向运动速度，p木表示长

度为￡的腔中模场的半波数。不失一般性，取原子速

度v=egLIcr，且令p=印章，因』}印值由原子速度秽和场模

结构参数P木共同决定。

设原子在初始(t=O)处于基态10>，则系统处于

I妒(0))=∑Gh0) (10)
n=O

取基矢为ln+2，0)、h+1，1)、l九，2)，则￡时刻系统的
态矢可设为：

I忧))=∑{q，牝(f)l一+zo)+瓦H(t)ln+l，1)+q(f)In，2))(11)

把(11)式代入相互作用绘景下系统的

Schr6dinger方程‘云l妒(f))=V7l妒(f))中，得到：

怯‰∽=厮si慨慨l(f)
坛db州∽=(瓜瓦水)+厩∽)Si咖叭12)
怯啪)=√而si螈‰∽
简化后可得到如下形式的二阶变系数微分方程：

酸l(t)-pgCtg(pgf)略。(f)

+(2n--1)92 sin2(pgt)b．+l(f)=0 (13)

1．3 V型三能级原子与双模光场作用系统

在旋波近似下系统的共振相互作用哈密顿量

改写为：

V。=91 sin(p’rcvt I L)(al疗c口+a+c+c6)

+92 sin(p‘7rvt／L)(a2c+。c．+a≠c．+cc) (14)

其中，秽表示原子沿腔轴向运动速度，p，-c表示长

度为L的腔中模场的半波数。不失一般性，取原子速

度v=egLl曩r，g是与耦合作用有关的常数，且令p=印幸，

因此p值由原子速度移和场模结构参数p}共同决定。

在相互作用绘景下，设任意时刻系统的态矢为

I奶(f))=∑[气．也(t)la，氇，也)+‰-1．nz(t)lb，啊一l’也)
^，n2=l

+c一一：一l(t)lc，，ll，心一1) (15)

式中la，n1，n2)，Ib，nI-1，na)和Ic，n1，n2—1)分别是

光和原子相互作用系统可能出现的3种状态，如果

系统初始态为la，n。，№)，与光模l相互作用得出

Ib，11,1--1，11,2)态，与光模2相互作用得出Ic，nl,n2—1)

态。并设初始时刻O=o)，原子处于如下的相干叠加态：

l皿^(o))=cosOla)+sinOe-i妒Ic) (16)

光场处于任意态：

I霍，(o))=∑‘．也l玛，n2) (17)
^．n-z=O

根据相互作用绘景下态矢运动方程：

f丢‰尥(f)=g。√isin(船f)‰一尥o)
fL出b飞_也(f)=g。打sin(船f心槐(f’ (18)

+92压sin(pgt)c,I见_l(f)

秀气列∽确厄sin(嬲)‰锄(f)
简化后可得到‰-1'色(f)关于如下形式的二阶变系数
微分方程：

瑶嘞(r)一pgctg(pgt)bj—L屯(f)

+譬掣亟甜(彤‰也(f)=o (19)
92√，12

2方程的转化

经过比较发现上述3个方程均具有同一个形

式。即

6Ⅳ(f)一p(f)6龟)+幻2(f)坟f)=0 (20)

而且都满足

逊舞鲨=o (21)
譬。(”

”⋯

这样设一个中间变量，令

工=，q(f)at (22)

使得
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以1)=y(曲(23)

上述3个方程变成了统一形式的二阶齐次线

性常微分方程：圈

掣+Cy(曲：0 (24)
口工

代入初始条件(3)、(4)可解得方程组(7)的解为：

巳(f)=(ec。s云cos△．(f)一q siIl詈sin妒siIl△。(f))
+fq sirI{cos妒siIl△。(『)

玩+。(f)=e siIl云cos妒cos△。(f)+f(q cos云s试△。(f)
一G sin去siIl妒cos△。(f))

其中氐(f)=孚P淄彤一巫P。
代入初始条件(10)可解得方程组(12)的解为：

卜。=蒜和s【罕一了压-n+3 cos㈣f)】
l +蒜e
卜垆一z器删孕一罕cos㈣。，Iq(f)=百Vi n+1)(n+2)
I c徊s【罕3一巫P cos㈣f)】仙1 p

代入初始条件(16)、(17)可解得方程组(18)的

鲤为．

“匀=篆降”⋯t一采‰砷如叫
c∞【坐Pg(·一c锯(pgf))】+(卜苫舞‰删一案n2‰1si他1船2、／％ 暑2、／

‰^(归卅华”砌“1’吉生‰1sin旷1
sin【二丝(1一cos(船f))】
Pg

⋯_|单”⋯一岛k92qn2 k嘲叫
c蕊【：堡(1一c∞(朋，))】
p8

一半‰啷扎券‰sin蚀1

3结论

以上3种形式的变系数微分方程通过分析发

现系数间满足一定的关系，因此可以化简为一般常

系数微分方程，这种方法在量子力学和量子光学常

常会应用。得到系统的态矢，其量子性质就完全能

揭示出来。
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A Solution for a Class of Schrdinger Equations
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(Department of Physics，Chizhou College，Chizhou247000，China)

Abstract：Both Schrdinger equadons for atoms in motion and optical field
are variable coefficient

differential equ撕。曲．However,handled properly，Schrdinger equations for atoms in motion and optical field

interacting can be changed into ordinary differential equations
and their exact solutions can be gmned．
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反聚束效应 -高能物理与核物理2007,31(4)

    建立了q形变光场与级联型三能级原子相互作用的非线性理论,求得相互作用绘景中薛定谔方程的形式解及在其态下的期望值,利用数值计算揭示了

q形变对场与三能级原子相互作用中场反聚束效应的影响.研究发现q偏离1的程度越大,q形变对场反聚束效应的调控能力越强,反映出q形变的非线性行为

对量子相干性的干扰以及对量子特性的影响.当q→1时,恢复为普通线性理论.

9.期刊论文 方曙东.曹卓良.Fang Shudong.Cao Zhuoliang 三能级原子与奇偶纠缠相干光作用的光场压缩 -光学学

报2005,25(12)
    采用求解薛定谔方程和数值计算方法,研究了V型三能级原子与双模奇偶纠缠相干光场相互作用过程中的光场压缩效应,讨论了压缩效应与双模奇偶纠

缠相干光场的纠缠程度、系统失谐量、双模光场的平均光子数和原子基态概率幅的依赖关系.结果表明:光场压缩效应与双模奇偶纠缠相干光场的纠缠程

度、失谐量、平均光子数和原子初态相关联:双模纠缠相干光场处于非纠缠状态时的光场压缩量比光场处于纠缠状态时要大;原子处在单纯的基态或激发

态时光场都有明显的压缩现象出现;而原子初态中基态和激发态的概率幅较接近时无光场压缩现象;无论光场是否处于纠缠态,只有两模平均光子数接近时

,光场才会出现压缩效应.

10.期刊论文 郑森林.林强.Zheng Senlin.Lin Qiang 分析原子干涉仪的矩阵方法 -光学学报2005,25(6)
    从原子波包所满足的薛定谔方程出发,从理论上巧妙地推导出了原子干涉仪在重力的影响下所产生的相位差与重力加速度的关系表达式.提出了一种

3×3阶的矩阵方法,以此来分析多个元件情况下原子干涉仪中的相位差,可以大大简化计算.利用这种方法不但能得到原子束在重力的影响下在自由空间中

的传输矩阵,也可以得到原子束与π/2和π脉冲的相互作用矩阵.作为例子,用3×3阶矩阵方法计算了三脉冲原子干涉仪中的相位差,得出的结果与Wolf等

对经典轨迹进行拉格朗日积分所得出的结果完全相符.进一步分析了五脉冲的原子干涉仪中的相位差,以说明3×3阶矩阵方法的简便性.
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