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圆形刚性承载板下横观各向同性地基问题的解析解
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摘 要：从横观各向同性弹性体轴对称问题的基本方程出发，对各向同性下的Love位移函数进行了重

新修正，采用位移解法的基本原理，利用Hartkel积分变换和其反演变换以及Bessel函数理论，得到了材料特

征值s，=s。=s时，圆形刚性承载板下横观各向同性地基的位移与应力分量的解析解。
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O引 言

目前，在地基基础工程设计中，应用最广泛的

是Winkler模型和弹性半空间地基模型。但实际地

基并不是均质各向同性、理想的半无限体。由于各

种原因，天然地基在形成过程中一般都具有固有的

横观各向同性。如在沉积过程中形成的层状结构黏

性土、页岩等，不同薄层内的矿物成份及物理力学

性质是不同的。Simons、King、Selvaduraitl棚等许多学

者认为成层均匀的横观各向同性弹性半空间可以表

示范围广泛的地基。其中弹性体轴对称应力分析问

题在工程中有重要意义，苏联学者Lekhnitskii网于

1940年给出了横观各向同性体轴对称问题的通解，

Eubanks和Sterber9151从位移表示的平衡方程出发，

于1954年系统地推导了Lekhnitskii解。胡海昌阎、丁

皓江田、王炜嘲等对此问题也做了大量的工作。

如果作用在地基表面上的基础很厚，则这一类

型的基础接近于刚性基础，目前及将来随着高层建

筑的增多，刚性基础也会日益增加，因此对刚性承

载板下横观各向同性地基的位移与应力分布作进

一步的研究是有必要的。基于此。本文通过对各向

同性下的Love位移函数重新修正，采用位移解法的

基本原理，同时利用Hankel积分变换和其反演变换

和Bessel函数理论，唧讨论了当材料特征值s，--$：哥

时，圆形刚性承载板下横观各向同性地基的位移与

应力分布。

1 基本方程

对于横观各向同性轴对称问题，其平衡微分方

程为(不考虑体积力)：
’

一(9(7r+坠+巳二鱼：ol
0咖0"筹，7 } (1)
iz+冬+生：o I

u 7

将几何方程代入横观各向同性轴对称问题的

本构方程，即可得到用位移分量表示的物理方程

为：

式中
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匾。=蛔(1一九胁2)，4：=知(H+，z如2)，
4，=加吡(1+H)，如=A(1一“2)，

叱=G2,n一--如Et，入= (1+Pa)(1-Pa--2n／u22)。
E。，弘，为横观各向同性面(xoy平面)内的弹性模

量和泊松比，易，化为垂直横观各向同性面(Z轴方

向)内的弹性模量和泊松比，G：为垂直横观各向同

性面(z轴方向)内的剪切模量。

只要测定出横观各向同性地基的5个独立的

工程弹性常数E。，易，p，，他，G：即可得到(2)式中的

参数也，的值。

2位移解法

采用位移法求解弹性空间问题的关键是确定合

适的位移函数，使它满足与其相应的位移分量关系。

文献f，研对Love位移函数重新修正后的位移函数为：

％=一掣
w=【q》矧+岛钟∽z，

(3)

由(1)、(2)、(3)式可求得与工程弹性常数有关

的常数吼、b：及横观各向同性轴对称问题的相容方

程：
’

q=石dl瓦l，岛=盘 (4)

巨+71磊0+蒋02 1f(罢Or+1，L务+"羞-T-CY_．z卜’z)=。(5)
在此采用C．T勒克尼茨开记号s。、‰称之为材

料特征值，其中：

曩2，：[墨±兰：垒二!!12垒2：!圭』【墨：苎!垒二坚：：!!!塑二竺!垒垦
”2t，叱

将(3)式代人(2)式即可得到应力分量与位移

函数之间的关系为：

q=斗萨02+bo而1 0+岛剖蚺z)
％=旦¨fb矿％争茜卜z)
巳司o levf 072+矧+岛钟(，’z)
。=*》矧一co斟cr，苟

舯一栽舻赣，

(6)

do丽dnd33一dl淌2撬。
根据材料特征值s。、s：之间的关系有两种情况，

对于材料特征值s，≠s：时，文献∞已作了详细的论

述，在此仅对s，=s帮这一特殊情况进行讨论。

2．1位移和应力分量的一般表达式

对相容方程(5)式进行Hankel积分变换及其反

演公式，即可得：

痧(f，z)=(Ae+&z弦却+(t+od)P啦I

妒(，，z)=r够(∈，z)厶(∽d∈ 『
u’

运用Bessel函数的性质和其导函数的Hankel

变换，仞将夕jWj对r，z求导，再将其代入(3)，(6)式，

即可得到横观各向同性轴对称问题的位移和应力

分量的一般表达式(在此仅列出肼，W，7：，名)：

一=上。。{f(1一sCZ)Bo一哦P)
+【(1+sfz)D。+sco]一弘)．，。(专r)d∈

w=一瓦d⋯l,fo”【(A+喇e呻
+(co+D0泓5扛M∽d∈+id瓦66
rs{【哦一(2一s∈z)玩卜啡

+【sc。+(2+s＆)D。J￡乖J。(fr)d∈

巳=-d。r讹1一s∈z)Bo一哦P)
+【(1+s∈z)D。+sco】e乖】．，。@，-)d∈

+％rs2讹3一sfz)Bo一哦P)
+[(3+sCz)Do+sCo]e啦．，。(9)d∈

-=c0Jc”s小【(2-sfz)Bo一哦P)
+【(2+j缸)Do+sCo]e’扛)．，，(∽d善

-aoff∈【(A+风∈z)已却】
+(co+Do毒z)P堆】^(9)d∈

(8)

由于A，B，C，D是孝的函数，上式中A。朝P，B。=

B拿，co=c护。D庐D乎o

2．2任意轴对称垂直荷载作用下的一般解

若横观各向同性地基表面(z=0)上作用有轴对

称垂直荷载，如图1所示，则边界条件为：

繇 ．瓜||
r

0

71
r

图1 轴对称垂直荷载作用下横观各向同性地基
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仃，l。。=p(r) (a)

、勺I删=o (b)

又因当r秕无限增大时所有的位移和应力分量
都趋近于零，即：

熙【一，w’哆，％，巳，勺】20 (c)

毁¨，w,G，O"o，巳，L】_o (d)

有Bessel函数的性质知，当，．—。c时，．，。(∈z)和

^(∈z)都趋近于零，所有的位移和应力分量(8)式

都满足(c)式的要求，只有Co=Do=O时，才能使z当无

限增大时满足(d)式的要求。

将C。=D。=o和z=0代入(8)式中的O"r和乙的积

分表达式，同时利用Hankel变换，则表面边界条件

(a)、(b)可写成以下形式：

上”∈(cl‰一c4Ak(9)d亭2 p(r)【 (参)

士南 J。专(c3氐一c2鼠)^(钞)df=o j

G=3s2eo-do，c2=2sco，G=j2co—ao，e=J(j2eo一如)，

Cs=S2eo(s℃o-3ao)忙do(s2co+ao)扣器
Bo=器’_(。=r神腑)dr。

将A。和晚的表达式及Co=Do=0代入(8)式即可

得到任意轴对称垂直荷载作用下横观各向同性地

基位移和应力分量的一般表达式：

所=cor【(1一s∈z)c3一sc2k砷万(荨)^(9)de

¨2丽Co肌s2比一舻}
+【(s2d6‘一吱。)∈z一2sd酷]G}e1扛万(∈)厶(9)武

crz=cor∈{(砜一^)e．
+[(砜一s3岛)专z一(do一3s2％)1c；)已—电芦(亭)厶(善r)d∈

。=cor∈pco-ao)C}
+【(：co-,zo)eZ—Z．vco]G}P—审芦(f)^(专r)d专

其中Cn=—L。

G+C

(10)

从(10)式可知，当轴对称垂直荷载p(r)已知时，

通过上式就可以得到该荷载作用下的具体解。

3圆形刚性承载板下横观各向同性地基的解

当材料特征值s。≠s：时，文献【，1】对此问题已作了

探讨。在此仅对s。≈：--$这一特殊情况对该问题进行

讨论。圆形(ro为半径)刚性承载板下荷载分布的形

式如图2所示。

圈2圆形刚性承载板下横观各向同性地基

其荷载形式如下：

p(r)=

p●～

2

0

(，<ro)

(r>ro)

荷载的零阶Hankel积分变换式为：

球)=笔掣 (11)

将万(f)和x=毒ro代人(10)式，即可得到圆形刚

性承载板下横观各向同性地基的位移和应力分量

的表达式：

驴C02prorf卜詈扣一蚂卜警^H出
w2瓦Cop+ro如)Jo【f。[((s2叱一扯

娟2叱“)c3≯玛瓯卜}警厶㈦出
心=譬上。陋一如)c2+(3s2％一磊)(

+(¨3岛)纠e-_7ax⋯,bF dx

。=C20pJf。”sZco-a。)c2+(s2co-ao)詈工c

一坞％P妣碣陪J dx

(12)

从(12)式可知，运用Hankel积分变换及Bessel

函数理论，即可得到地基在z轴上(r=0)和在表面上

(z=O)的精确解。由于篇幅所限，在此仅给出最后结

果。

3．1地基在z轴(栅)上的精确解
雌1日=0

w卜燕k Zde--盔-)c2一砜G]厶
+c3z(s2叱-4。)‘l

ef。=号导f(砜一，岛)c2+(孙2岛一do)c3】‘
+曼』；丝(矗一s：％)L

7-，I，日=0

(13)

在表面中心处最大沉降值，只需把代入(13)式
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中的第二式即可：

叩=wl霉=意筠№咆)Q地C3d6s](㈣
3．2地基表面0=O)上的精确解

譬(一)f-一闸(，<吃)L’⋯J

譬(c，一鸭) (r≥乇)

‰=陵翟=生剽c‘㈣
口：lf柚= 警卜Ⅻ州矾“蚓阿‘，(≥
勺J：卸=o

把r=O代入(15)式中的第二式即可得到在地基

表面中心处最大沉降值叩，田的表达式和(14)式一

致．这也从一个侧面证明了推导公式的正确性。

4结 论

1．将各向异性地基视为各向同性地基进行计算

其位移及附加应力，其结果必将和地基的实际工作

状况产生误差。而采用横观各向同性地基模型既能

体现地基的各向异性，又较完全各向异性地基模型

计算简便。

2．本文通过对Love位移函数的重新修正，利用

Hankel变换以及Bessel函数理论，采用位移法得到

了当材料特征值s，≈帮时的特殊情况下，任意轴对
称荷载作用下横观各向同性地基位移及应力分量

的一般表达式，进而得到了刚性承载板下横观各向

同性地基的解析解。

3．当已知横观各向同性地基表面上作用的荷载

p(r)和5个独立工程弹性参数E，、易以，地、G：时，即
可利用本文结论得到相应荷载条件下横观各向同

性地基的位移和应力分布情况。
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Abstract：Based on a basic equation for axial symmetry of transversely isotropic elastic body，the

Love"S displacement function is modified．By employing the rationale of displacement function method，

Hankel integral transformation，Hankel inverse lransformation and Bessel function theory，the analytical

solution for displacement and stress components of transversely isotropic foundation under circular and rigid

bearing plates is obtained when the material eigenvalue sl=s2=s．
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用位移解法，同时应用汉克尔积分变换，得到了应力和位移分量的一般表达式。

    (2)根据应力和位移分量的一般表达式，作者分析了任意斜向轴对称荷载作用下、圆形面积上均布荷载作用下、集中力作用下、半球形荷载作用下、

刚性承载板作用下单层横观各向同性地基的表面和对称轴上应力和位移的精确解，及地基中任意一点的数值解。

    (3)在单层地基分析的基础上得到了双层、三层、N层横观各向同性地基在层间连续条件下和层间滑动条件下应力和位移的解析解。

    (4)本论文还给出了横观各向同性地基五个弹性常数的测定方法，利用测出的数据，代入前面几种荷载作用下的应力和沉降的解答中，并与按各向同

性地基计算得到的解，在同一直角坐标系中绘制曲线进行了分析比较。

3.期刊论文 栗振锋.胡长顺 轴对称横观各向同性半无限体表面位移的求解 -长安大学学报(自然科学版)

2002,22(5)
    利用Matlab等先进的符号计算软件,得出轴对称横观各向同性半无限体解中的状态转移矩阵的显式表达式,求得轴对称横观各向同性半无限体表面的

位移Hankel积分变换表达式,为横观各向同性理论在路面设计中的应用奠定了基础.

4.期刊论文 顿志林.刘干斌.乔世范.任良 横观各向同性地基轴对称问题的应力和沉降分析 -焦作工学院学报(自然

科学版)2002,21(1)
    通过实验发现岩土地基中普遍存在各向异性现象,而目前按照各向同性地基模型计算势必会引起较大误差,为了提高地基中应力和沉降计算的精确度

,本文将各向同性轴对称问题下的拉甫位移函数推广到横观各向同性地基轴对称问题,得到了位移分量与横观各向同性下拉甫位移函数的关系式,并通过积

分变换得到了横观各向同性地基应力和沉降的通解.

5.学位论文 胡雨晨 横观各向同性成层地基在轴对称和非轴对称荷载作用下的分析 2004
    本文研究了横观各向同性成层地基在轴对称荷载和非轴对称荷载作用下的反应.胡海昌关于横观各向同性弹性力学空间问题的解将应力和位移都用应

力函数表示,并给出了应力函数满足的条件.本文在此基础上求出了应力函数的通解形式,于是应力和位移的通解也相应得到.对多层横观各向同性地基来

说,这个通解里包含的积分系数需通过边界条件和层间接触条件确定,于是n层地基便需要解4n或6n个联立方程,为了方便计算,本文推导了另一种方法;传
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递矩阵法.此法可以由多层地基表面的应力和位移得到任意深度的应力和位移,适用于多层横观各向同性地基的的应力位移分析.在算例中利用MATLAB语言

编程实现了地基表面作用垂直集中荷载下的表面沉陷公式,任意点应力,位移的数值解,以及表面作用切向集中荷载下的表面沉陷公式.最后对全文的工作

进行了总结,也指出了其中的一些不足,并对今后进一步的研究工作提出自己的设想与看法.

6.期刊论文 张引科.黄义.ZHANG Yin-ke.HUANG Yi 横观各向同性饱和弹性多孔介质非轴对称动力响应 -应用数学

和力学2001,22(1)
    应用Fourier展开和Hankel变换求解了简谐激励下 横观各向同性饱和弹性多孔介质的非轴对称Biot波动方程，得到了一般解用一般 解给出了多孔介

质总应力分量的表达式最后对求解横观各向同性饱和弹性多孔介 质非轴对称动力响应边值问题的方法作了系统说明，并且给出了数值分析特例

7.期刊论文 胡雨晨.杨锋 横观各向同性成层地基在轴对称荷载作用下的分析 -工业建筑2004,34(10)
    由横观各向同性弹性体的胡海昌解[1]出发,研究了单层地基的传递矩阵,并应用到多层地基的解答中.通过算例给出了横观各向同性地基表面受竖向

集中力作用时的表面沉陷公式.

8.学位论文 代青利 横观各向同性(压电)材料轴对称问题的边界元法及其应用 2000
    该论文首先对横观各向同性压电材料无限体、两相材料无限体的点力解用势函数法进行了校核.从横观各向同性(压电)材料的三维边界积分方程出发

,推导了回转体在柱坐标下相应的边界积分方程,针对载荷轴对称和非轴对称两种情况分别建立了相应的半解析边界元求解方法,由于它只需沿回转体子午

线方向作一维离散,故可大规模减少自由度.编制了相应的边界元程序,对一些典型算例进行了数值计算,并与理论解比较,验证了理论和程序的正确性和有

效性.通过结合子域法,将该文边界元法应用于裂纺问题及界面问题的分析,求解了有关的应用力强度因子及界面端应力分布情况和奇异性指数.

9.期刊论文 顿志林.刘干斌.苌向阳 层状横观各向同性地基轴对称问题的位移解法 -焦作工学院学报(自然科学版)

2002,21(6)
    通过对各向同性弹性体力学中拉甫位移函数重新修正,并利用Hankel积分变换理论,在变换域内得到了横观各向同性地基的通解,从而求得单层地基的

应力和位移解,运用矩阵传递方法和Hankel积分反演变换推导了层状横观各向同性地基在轴对称荷载作用下的解析解,给出了数值计算结果.

10.学位论文 翁琳 纤维增强复合材料轴对称界面端应力奇异性研究 2009
    界面是复合材料极为重要的微观结构，目前复合材料的结构和应用中存在许多的轴对称界面端和圆柱界面裂纹，通常是材料破坏的起点。由于界面

端的应力奇异性和界面裂纹尖端的振荡应力奇异性，要建立适合结合材料的强度和可靠性的评价方法，必须首先求取表征界面问题的参数，如应力奇异

性次数，应力角函数以及应力集中系数等。

    本文提出了一种分析横观各向同性纤维增强复合材料轴对称界面端的奇异应力场的特征值法。主要工作和成果如下：

    1.基于横观各向同性弹性材料空间轴对称问题的基本方程和一阶近似假设，利用分离变量形式的位移函数，分析了具有任意界面角和结合角的横观

各向同性轴对称界面端问题，导出了关于应力奇异性指数和应力角函数的奇异性特征方程，并用无网格方法对其进行了数值离散。求解离散化的特征方

程，可以得到横观各向同性双材料轴对称界面端的各阶应力奇异性指数、相应的位移角函数和应力角函数，其结果与有限元分析结果完全吻合。

    2.利用有限元计算得到的奇异应力场，结合特征值法给出的应力奇异性指数和应力角函数，通过线性外插得到了相应的应力强度系数。特征值法结

合有限元分析，可以完全确定横观各向同性纤维增强复合材料轴对称界面端的奇异应力行为。

    3.讨论了表示纤维半径与轴对称界面端的应力奇异性支配区域大小的相对比值的尺寸参数δ对应力奇异行为的影响。结果表明当纤维半径比奇异性

支配区域大小高两个数量级以上时，特征值法得到的一阶近似结果与准一阶的解析解的结果一致；而纤维半径相对奇异性支配区域的大小低于两个量级

时，准一阶近似的理论结果不能准确描述奇异点附近的应力奇异行为，此时，必须要考虑尺寸效应的影响。
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