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Banach代数中鞅变换的若干收敛性
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摘 要：主要讨论了Banach代数中鞅变换的收敛性，指出在一类条件下，鞅变换是依范数收敛及几乎处

处收敛的。
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1引言及定义

设(力，∑，p)为完备的概率空间，伊，0·Il J为实

可分的Banaeh空间，(∑。，几≥D}是∑的一个单调上

升的子or代数序列，定义在(力，∑，P)而取值于B上

的强可测函数称为B值随机变量。令1--<p-<2，厶

∞，∑，P，研=蝴为定义在(力，∑，pJ上的B值随机变

量，且㈣P=qol：U'ap)；,

设L 0，l|’dp<一}，V∈‘(Q’E P’B)，

则0(门，∑，P，曰)为完备的Banach空间。

定义1设l-<p-<2，如果存在常数使得对任

意的B值Lp可积的鞅序列If，．=∑毒。，七≥ol以及

协≥L都有E Jl套量89 s f喜E峙119，则称～五
空间B是P阶光滑的。

定义2若B是某个数域R(下面取R为实数

域)上的线性空间，对任意的x,yEB，存在唯一的乘

积xy∈B，且满足(i)(xy)z=x(yz)(V石、扎zEB)

(ii)x(y+z)=xy+xz(V菇、Y、zE8)

(iii)(aj3)笫y=(ax)(By)(V a∞巴R，V菇、yeB)

(ivJ有单位元e臼，使e菇=就甜(VxEB)，则称B

是(实数域尺上的肚数。

定义3若代数B是Banach空间．且满足

(j)ll衫0 s忙0·0 Y 0(V茗、瑚)
(ii)0 e 0=1，则称B是Banach代数。

定义4设B是Banach代数，I巩=∑磊。k≥ol

是B值鞅序列，{风，n≥0)是B值可预测序列，令

x．=∑H。磊，n≥o，则称兄是关于鞅序列
k=O

177。=∑六，k≥ol的鞅变换，简称鞅变换。
七一O

注：(x。=∑H^缸，甩≥o)仍为鞅序列。
k=O

鞅变换是由Burkholder于1966年引入的，很

多学者都曾对它进行过一些研究，其中就包含鞅变

换的收敛性问题。而本文所关注的则是在Banach

代数中鞅变换的收敛性，包括依范数收敛与几乎处
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依L，范数及几乎处处收敛。

推论2设B是P阶光滑的Banach代数，1≤

处收敛。

2主要结论及其证明

引理1m设鞅{X儿l。卸依L。范数收敛，则(尼l。知

几乎处处收敛。

定理1 设B是P阶光滑的Banach代数，1 s

p<--2，{'7F∑￡，．|}≥D}是B值鞅序列，I见，，l≥D}是可

预测序列。令

x^-∑巩弘，n≥D，a旭

令九={suplIH。11-<口}，则限制在Aa上，慨X。oke

存在。

证明：?H：={气JI旧In—A怿l>口'Y,贝lJl／／：，n≥。}仍
然是可预测序列。令x=r=∑H}六，则{x：，肛≥o)

为B值鞅。由于B是p阶光滑的Banach代数，故存

在常数c，Vm>n，有E II x：《：II’=E o∑t￡o’

≤c∑z o丘￡o 9≤cZ∑E o￡旷，因为

∑F lI￡0 9<oo令n—，∞则E 0 x-．-x：』7—帕，由

于厶∞，∑，p，功为完备的Banach空间，故{x气，n≥Ol

依厶范数收敛。从而(X，n≥0}依L-范数收敛。

由引理1，则序列Ⅸ乙ln砷口·e收敛，即

艘x托·e存在。

注意到在A。上，X。鲋．，则：i．．m．x。存在口·e

于A。。

推论1 设B是P阶光滑的Baoach代数，1 5

p<2，I仇=∑磊，k---Ol是B值鞅序列，l以，I≥o)是

可预测序列，令x．=∑以磊，刀≥o，若存在常数口

使得骝。以I|<口<∞·且善E怜4<鸭那么{L厅≥o)

P---2，I仇=∑孝。，后≥ol是B值鞅序列，{圩，，I≥ol是可

预测序列，XF l-ld．，珏≥ol，若supllH。lI≤口<∞，

{％，，l≥ol为正项数列且∑Z叩E II￡II’<∞，则当

(i)艺才pE0己0p<∞或(ii)∑--qt-2p￡|J磊0P<∞时，

liraX。口’e存在。

证明：(i)令An=E9 lI己llp，由于l≤p≤2则

A^=A。‘JI^。s。。I+A。’ll a。，。。I

童口。+Ep Il善。0，·ell孝．1lp·z f^。>。．1

≤口。+口：一pE 0孝。8p

由于邑呱∞，轰口，，E 11孝一II，<∞，

故∑E’恻I’<一，

则存在正整数N，当，l≥Ⅳ时，E，眵。lfP<1，

从而Ei 0六119≥E憾IlP。故轰E(I侈一II’)<∞。

由推论l，则：i．+m．X．口。e存在。

(ii)令A．=Ei(0孝。0p)由于1≤p≤2则

A。=A。。IiAn<a,J+A厅。I{An>an l

≤口。+E呈一1(0善。09)·j}(0善．0p)·JI^。>。。l
l

2

≤口。+口。‘p·E 0孝。II尸
一 一 i’

，

从而∑A，≤E ta。+口。‘’·E(0六0p)】<一即

∑ET<11善．119)<一，因而存在正整数N，当露≥Ⅳ时，

E‘2 0善。II，<1，Hll E丁0孝I P≥E 0善。0p
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由推论1，则!受x一口．P存在。

定理2设曰是P阶光滑的Banach代数。ls

由定理1所证，对几乎所有的∞E{sup 0H．II<i}，
^≥O

舰x．(劝存在，则对几乎所有的

∞E譬{。s—uplH。0<fl，烛x一(妫存在，

p≤2，(玑5荟磊·七≥ol是B值鞅序列，{风，n≥J 即牌x。(妫口·e存在。

是可预测序列，令x。=∑日。磊．厅≥o，
k=O

若suplIH．II<∞a·。，且∑EI阮8<∞．
^210 nlO

则!觋X．(aO o·e存在。

证明：显然{s。u卸PIIH．[[<∞)5：=：{s—upllH一0≤il，耳20 H‘Ⅳ
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Some Convergence Properties of Martingale Transforms in Banach Algebra
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Abstract：This paper mainly probes into the convergence properties of martingale transform in Banaeh

algebra,and points out that under a certain condition，martingale transform converges almost everywhere ac．
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