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一类次黎曼流形上测地线的研究
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摘要：构造了一类步敦为2(h1)的次黎曼流形，讨论了其上面连接原点和适当远点的奇异测地线的存

在性。
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1 引 曹

1991年Montgomery第一次证明了奇异测地线

的存在性，在次黎曼流形(即，D，D-I：，其中脏I(硼

z)吐3：dz-辜厂出=0l砌加=2，Montgomery发现超曲

面l间l上的水平曲线不能由次黎曼测地线方程解
的投影得到，同时证明了这些水平曲线的极小性，

即它们是不同于正规测地线的一类水平曲线即奇

异测地线。因此奇异测地线的存在与否也是黎曼几

何和次黎曼几何的本质区别之一。本文在一类步数

为2佧+1)的次黎曼流形上，讨论了连接原点和适当

远点的奇异测地线的存在性。

设(J’，肘，神为一纤维丛，在底空间肘上给定一

度量^．丛空间r上的一形式∞定义一不可积水平

分布D=-kera，，则次黎曼测地线同题可描述为下面这

样一个问题，找所有曲线c：【o，1卜旷，使得下面条件

得到满足：(1)c(0)-A；C)c(1)=口；(3)cG)已D；(．啪是泛函

c—J：毒陟o)l。出的临界点，这里y=仃℃是曲线
c在底空间肘上的投影。由于

心)吡(剐=@。c)．(丢卜取嘞

HIJA，B之例丽足条件(3)。(4)的曲线C llp是泛函

c_J：：L(co)，亡o)：皿的临界点．这里h删肌
为L(co)，亡o))=丢l瓦po))I：+彻p)，其中
8为Lagnmge乘-T-。

给定切向量场

K=赤睁2埘‘乳
匕=赤陪2州驰乳
这里H扯摹“2+屯2y，ke z+={o。1．2．⋯)，由Yb

Y2诱导的Hamiltonian为

日(夏舌功=互I酽I噼+砬咖№一缸咖)2]，
本文我们考虑和此肌阢跏，I妇讲伍f。固所对应的水
平曲线。

2一类步数为2@+1)的次黎曼流形上测地线研究

本节在步数为2伪+1)的次黎曼流形上．讨论了
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连接原点和适当远点的奇异测地线的存在性。

2．1次黎曼测地线方程的建立

我们考虑厂=尺3，M=R2,仃仁t加芦)=仁，，茗2)，水平分

布D是由切向量场y。，y：生成的。因Y。，Y2和【y。，

l，21在R3上每一点都张成R3的切空间，由Chow"s定

理知，尺，上任两点都可由分段水平曲线连接。和Y。，

y2相对应的次黎曼流形，当茗≠O时，次黎曼流形的

步数为2。x=0时，次黎曼流形的步数为2@+1)。R3

上的次黎曼结构是由Y。，Y：诱导出来的，底空间R2

上和y。，Yz相应的度量是出2=o+N4“2)(砰+硝)，
和y，，y2相应的l一形式为

co=dr一2而lxl：‘如+2x,N盐dx2，且有D=kerw，则相应
的Lagrangian为

L=吉(1十Jj44h2)(芹+薯)+e(i一2毛l卅2‘文,+2xlIx]2‘与)。
作极坐标变换，则Laarang／an可变为

L=去(1+r4k+2)(户2+厂2矽2)+口(f+2，．2‘+2矽) (奉)

把(宰)式代入r,tp,t关于的Euler-Lagrange方程化简

得：

o+r4№)尹+似+1)产‘户=[r+2(七+1)，们]矿+锨+1)产“劬(1)

(1+r4k+2)r2矽+20r2“2=c(常数) (2)

0=00(常数) (3)

考虑起点在原点的测地线，则有r(o)=0，由(2)可得

c=0。从而，(2)式可化简为：

面：．-20r2k(4)F-．
缈2i+r4m

． 铂2 f解(1)得广2丽+鬲硎5)
断-0吨耻‰则钆一器<0，

证明：0=0时，由于0=0，代入(4)可得矽=0，

即妒为常值。 (7)

l，·，Y2由生成的分布里，则得到i+2严～=O (8)

将(7)代入俐得i=0，即t为常值。又因为￡(o)=0，

则乒O。则连接(O，0，o)和点0。#：≯)的测地线为菇平面
上(O，O，o)和点0。，茗z，o)之{h-J的直线段，证毕。

下面求解关于r和妒的微分方程(假定钐0)。

叩回得警一藩簧产

卅一辱础陉『+1]
即：r=r(缈)=名。虹nj鬲I l背l o。，

这里舻‘P(0)，且‰s‘Ps‘po，其中

％=％一篆等。在(9)!，当芦r陬时，得一角度肛矿(k)一‰一螺卿槛转
一专笼等角度后可得到到原点距离最大的点。
当r从r幢减小到。时，考虑％一坐2k堂+l ≤缈纽，
同样得到(io)。性胁2羚9E[竺蜓2k+1．岖2k+l J1，
m≥o是整数。则 j ．r=rc伊，=c一-，”虹n万Irmax石【．帮]c··，r=r(伊)=(一l厂sin丽I坐≠尝产I(111

惑。in羔l坐逛叫虹20竺三躞土塑：～．——上坐兰：上
出一，．m4k+sin2I-掣ll+2

2 I坚丰掣；!掣I

令y=锣，对上式积分得：产巫坠掣a⋯v=zt⋯z七+l、)U．s儿

‰2k sin羔(v) 。‰ 2h1(V) 。
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咖，一：擘!i三芒姜咖两2k+2 l-掣卜c·2，
护％铲问-上姿谚～

以上我们得到了测地线的方程(18)(19)，且(18)

(19)兰H成的方程组的解(肛，k)的个数等于连接原点
o(o，0，0)和p(P，巾，t)点的测地线条数．因此有必要

对(18)(19)组成的方程组进行求解和讨论。iE由(18)

(19)组成的方程组为：

和卜(驴毪譬产咖那2k+2帅)(I
=妒-，lO净l则得到边界条件之间的关系为性质2．1．3。

性质2．1．3

声巫班攀刿dv=2(2k+1)Os(·4)
‰2k sin2“1(y)

尺2(t+I)一一2rI+l 2(k+O---Iil。t)sin[j‘!!!!：：：：：；：；}!：；；；：5掣]ct5，尺20+1)-．一2n+1 I坐≠坠芸型I(15)

，，骘!弩掣—一2k+2^2去r管锰2k+2√l+02 sin丽(V)舢6)

l+尝2 sin丽(v)

。in丽2k+2 I骘!弩三型
1．√l+卷2

(17)

tt>O，r#O。

我们考虑连接原点O(o，0，o)和点P(P，中，f)之

间的测地线，边界条件可变为

dO)=O，妒(O)=铷，f(O)=0，“勒=p，识勘=中，“鳓=‘

在(13)qb取俨中，则(17)可变为，：攀2k+2 4k+2 f鬻sin丽2k+2(y)咖(18)
2k+1 Jo

、7

在(11)中取驴垂，则(11)式可化为胪Ⅲ‰咖丽1【．岩J∞，
则(18)(19)为测地线的方程，由(18)(19)组成的方

程组是关于未知量肛=伊①和k的，方程组解(肛，

r眦)的个数等于连接原点o(o，0，o)和P(P，中，￡)点的

测地线条数。

2．2次黎曼测地线方程的求解和讨论

，：2k+2 4粤4k+2 f鼍酽sin酱(懒】8)2k 1 Jo+
、’ 、 7州町叫n而1[拶](19，

令工2丽仍0--0=了再惫，则c-8，式可化为：
专—萧：去产幽丽2k+2(。v一)dv(20一)虿丽2而J。一‰m“”
当p=O时，由(18)和(19)得到

t l 2

尹而蚕2—2k+l
J：牡咖sin筹(v)咖

=／4(石)(21)

类似文献111我们可以讨论函数m(x)性质。肌∽是

奇函数，且烛∥tO)20。
引理2．2．1 (i)函数脚)满足常微分方程

∥t’(J)=2—2(k+1)cot((2k+1)J)∥t(J)；
(ii)若瓢是函数触G)的临界点，则有

∥t(‘)2击‘an((2忌+1)‘)。
引理【lr2．2．2若p0是函数触0)的临界点，则

∥。’x。)>4(2k+1)>0，因此肌G)的所有正临界点
都是局部极小值。 ， 、

引理嘲2．2．3地∽在区间(一历昔，萄备止是
单调增函数，且将此区间微分同胚映射成区间R。在

每一区间f蠢备，噼1，m：l'2．“挑仁)有唯一
的临界点‰，且在此区间上拟∽从+∞严格递减到

胁伍0后又从胁㈧严格递增到+∞。而且胁(硝叼钆

‰t)，这里g=2k_击_B(4k+3一。争)>o和m无关。
应用上面引理可得到本文的两个性质。

性质2．2．4对每一r搬，(21)式有有限多解x，由

工：堡；，竺；
√l+‘=2√l+尝2，
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从而对应郁眵绷lJ地线，若r麒使得寿
<∥。(而)p 2“2，(这里Xl是肚铆的第一个正临界

点)，则解x是唯一的，从吁对应唯一一条测地线。证明：令)，=了i静’由引理3‘23可
知对每一k，y和胁∞有有限个交点，由

工2_7詈冒。．7霄专萧相应有有限个肛，即有√l+卷2 √l+《￡2
1日胜伺伺限‘p’仄Ⅳ月

有限对㈨，从而有有限条测地线，若r膻使得
了弄蚕t <以“)户2¨2，则解茗是唯一的，即只有

一条测地线。

性质2．2．5若I铂缸．扩袒、／i≯万，则原点和
点pp，西。力之间至多有一条测地线连接。

证明：因为

≯蔼s≯静<段(利，由性
质3．2．4可知，此时至多有一条测地线。

下面讨论方程组(，)在给定～对数慨f)，其中P

充分大，t为任意大于0的数的情况下解的个数。

尸(1 8)等价于(20)，即讨论方程组

(II)j p 2(-l广‘“si岫五I葛l-√(21k++，磐1)g：J1
(19'

㈩k⋯毛一’糌。iIl郅2,t+2rU．"--f 2／(+1 Jo )咖(20)碡"r眦。 一“锄⋯弋y)咖 ‘

在P∞时解的个数问题。
因∥∞，由(19)得r呻_∞，下面分情况讨论：

(i)若p有界测了(2雨k+1)g。警州k一*)，
从而有sin南I骘I—"—q(2k—+1)g，即(19)

I√1+盛2 I r眦 一

式右边为气杯瑟砑‘(r-一∞)是有界的，但左边
旷∞，矛盾。

(ii)若p无界，即p叶∞时，因考虑测地线顺时

针旋转，则有号每笔量E(0t+∞)
可分下面三种情况讨论：

㈧藏(2k+1)g尹∈巨佃卜2∞式右蚴

2，等等一2k+2，， [，一～2k+2君2k+2
赢等∥1+酱2 sirI而(y)咖≥衰备e sin两(y)咖

=爿2百1口(筹4÷÷2，L2】，I一：fl于在数对忌+ I 七+
’

J， ]仕姒xI

∞，力的给定中，只要求∥∞，l为任意大于0的数．
因此若取t为有界的数，则由厶一∞，(20)式左边趋
于0。矛盾。

(B)黠∈(岛·手)，其中旬为一固定的充
分小的数，根据中值定理则有

，’辫2t+2 ^ 2t+2

衰鲁∥1+掣Sjn丽(V)咖≥衰鲁r siJl一2k+l(6‰)咖，

数，则由r脚一∞，总有

船一i畿‰2k I Jo+
。一 、’，～

c 1；m 02√l+02≤，H翌—地_‘}2
铀一而啦SlIl筹‰)12k 1一矗⋯‘I扔酞+

u 、 。u，

=。11翌—j班：竺L一=o
一一2￡of÷F2k+2(￡0)等2k一+1岛【ij(￡0)

即得到(2U)瓦小成立，亦即(18)式不成立，从而方程

组(I)无解。

(c)滞训罔为一r但
1

．2t+l砖l：im。趣划’即得到
滞-。√l+02
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1im
，m-x．÷。
上f．÷。

!：!：1 2兰-+0’’1■■●■■■●●■■一—7
√l+矗岔2

．11m ％2。k、+2蠢￡1
2，m唑_。—————————。。。—————————1石丁鞲．+ +1)∥|_+)∥1竺2k+10 2(2k(2k 1擘!兰!!竺．+ +1)∥I +)∥I币馏2丽滞I-磷J
=，l晒————卫_坚——育202k+22k+l

， ，

纂．．。熹警学
即得到(2∞式不成立，亦即(18)式不成立，从而

方程组(I)无解。

综上，方程．皇FI(I)p---,oo在时无解。即此时无正规

测地线存在。

定理2．2．6如果P充分大，则连接原点和适当

远点p0，1)的次黎曼测地线为奇异测地线，这里JP=

I x I，且t#O。
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1.期刊论文 张学华.Zhang Xuehua 一类次黎曼流形的步数计算 -黄山学院学报2008,10(5)
    构造一类次黎曼流形(M,D,g)并计算出此类次黎曼流形的步数,这里M=R3=R2x×Rt是3维光滑流形,D 是由切向量场Y1,Y2生成的2维光滑水平分布,其中

Y1=1/1+|x|4k+2[(δ)/(δ)x1+2x2|x|2k (δ)/ (δ)t],Y2=1/1+|x|\4k+2[(δ)/(δ)x2-2x1|x|2k (δ)/(δ)t],k≥0是整数,g是定义在D上的正定度量.

2.学位论文 张学华 一类步数为2（k+1）的次黎曼流形上测地线的研究 2006
    本文研究了次黎曼流形（M，D，g）上的测地线，这里M≌R<’3>=R<’2><,x>×R<’t>是3维光滑流形，D是由切向量场Y<，1>，Y<，2>生成的2维光

滑水平分布，其中？，k≥0是整数，g是定义在D上的正定度量．论文证明了连接原点和适当远点的奇异测地线的存在性，给出连接原点和t轴上一点测地

线的条数和相应测地线的长度，同时得到其中最短的测地线。
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