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阶的估计法在判定无穷积分敛散性问题中的应用

徐松林，王龙奎
(安徽建筑．7-业学院数理系，安徽合肥230601)

摘要：证明了二个运用阶的估计法判定无穷积分敛散性的判定定理，并据此去解决一些由比较判别法

不易判定的无穷积分敛散性问题，显示了阶的估计法在这方面的优越性。
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1 引 言

众所周知．判定无穷积分敛散性问题有一些常

用判别法则．其中无穷积分的比较判别法可谓是我

们的重要手段之一。如要运用这一方法，那么能否

迅速寻找到一个适当的比较对象就成了解决问题

的关键．但此法本身并没有为我们揭示应当如何寻

找到一个适当的比较对象。从这个角度来说，与其

说它是种审敛方法，还不如说它只是种审敛原理。

为了寻找到一个适当的比较对象。我们可以对被积

函数首先进行阶估计。然后将估计所得与本文中提

供的判定定理的条件相比较，从而迅速地得出原无

穷积分敛散性的结论。

2定理

关于一些记号的说明：

设几)与醇)为任意函数，其中删恒为正值。当
r叼时(且可以是0，∞或某一确定常数)，

(i)若有m垤仕)_+0，则记作m)=O(g似))，特别地
m)：O(1)．即表示．兵矿加；
(ii)若有f(x)／额x)--',l，则记作以石)一出)；

(iii)若有I f(x)I Ig(x)<A，则记作八并)=O(90))，

特别地触)=O(1)，即表示I几)l--<A有界。
(iv)若有以石)信仁)_+B≠0，则记作八善)=0(g(互))，

特别地他)=o(1)。即表示lim，(工)=B。
2．1引理l闭

设几0是定义在【玛+∞】上的连续函数@哪，则

(i)如果，(工)=o(古)(其中p堋，一∞，则
r。I，(工)I d工-q J-，(工)出都收敛；

(ii)如果f(n)=O(j1)(其中Psl)，一∞，则
工。

J：tf(x)ldx-q J：，(神出都发散。
2．2，已埋l

设肭是定义在k：∞)上的连续函数(n>0)，则
(i)如果，(石)=o‘百矗)渺1)，一∞，则
J-I f(工)t dx与J-，(工)出都收敛；
(ii)如果，(x)=6(赢)(d≤1)，一∞，则
J-i f(工)idx与J-，o)dx都发散。
2．3定理2

设几)是定义在【叶∞】上的连续函数∽0)，则(i)如果删5吒而蒜∥>D，一∞，则
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J-I，(z)I出与f，(工)出都收敛；

(ii)如果m)=石‘五南M<1)，一叫IJ
rl，(力J出与J-，(曲出都发散。

鉴于证明过程的相似性。现只就定理2加以论

证如下：

证：(i)f13，(曲=q忑蔷炒1)，一∞，
知：存在正常数A，使得当石充分大时，就有

I，(工)I≤A·—xI—nx—-(二In—Inx)a；， 、 ，

为证明无穷积分r。I厂(工)I dx收敛，R需iiE

JⅣ—xln x．(1—n In x)a收敛即可，

而r 查 ：f” 垡!!呈三!：
JN

xln工·(1Illil工)d JⅣ111工．(1fllllJ)4

r+一d(1nIn工)， 1 ，+-
2 JⅣ面i丽=【—(1-d)(1n—Inx)a-I J蒯．

，十一

J。l厂(工)I出是发散的。，d ～7、⋯’。o

3应 用

PI,F就用如上的几个定理来通过对无穷积分

的被积函数的阶进行估计，进而判定原无穷积分的

敛散性。
，+-

3．1命题1：无穷积分Jlo(Inhx)山。出是收敛的

证：由f(x)=(ha In x)山工=e山J抽h111J

=(P山‘)hhh=了而1<7l(当In／n／ha>2时)，
即m)=o(与)，(一8)，所以由引理l(i)可知

Jlo(In In x)山。dx收敛。
．t+-In(1+J)一InJ。

3．2命题2：无穷积分Jl—i百暑了诎是发散的iI-F：I妇f(加等筹#=错
=哇+哼))·而1—：1·去o_呻，

显见．当 时 r_———鱼．_是收敛的所I习 即，(工)一；1d>l ，击“叶一)也即，伍)=及五l_l(，一8)，显见当 时，JⅣ—xlnx．(h—hx)a是收敛的，所以 ”一。 工1n工‘
’～’”’

、工111工州‘ 吖’

f?If(工)I出也是收敛的．
进而由无穷积分绝对收敛与条件收敛的关系知：

f+_厂o)出也是收敛的。
■■

一 1iS：(ii)由，(力=q五薪×d≤1)，一∞，
这表明当一∞时以)与jii面‘d s 1)

是同阶无穷小。所以广义积分

r。，(工)出与f五忑焉毛习(d引)：黾同敛散的
(其中N为充分大酌正常数)。 ．同理女口(i)可见当d<l时，f五南是
发散的，所以J-，(j)出也是发散的。

记广(茗)，一(石)分别为厂(石)的正部与负部，

贝lJ Eb e f(心缸=e八X)dx—e l‘tx)dx镪：

Jr，+(x)dx Ff一(x)dx至少有一个发散，再由

171f(x)Ida=r，+o)dx+f，一(工)出知：

从而由足理l(ii)口】知原无穷积分发散。

3．3 命题3：无穷积分J_面害高高收敛
iiE：由m)=而啬斋‰

工·2(sin-I 2J)2 l l：=：·-··--——-·----·-------·--·---------------·-—-·-———-⋯·----—-·-----·--—---—-——-—--．-—．．．．．．一
In(x+1)[1n In(x+2)】2。2工In工·(In In J)2

即，(曲=烈忑蔷’，沪8)，
据定理2(i)知原级数收敛。

f_ 鼋
．

3．4命题4：设有无穷积分Jo i五万焉≯i出

(其中口，a∥，y>O)。则当a>(J侈)(“7)时，此无穷

积分收敛

证：(i)令{瞑l-|l为一单调递减正项数列，且不

妨暂取8‘靠1(其中u>l+y，而u的精确值待定)。

记：J。再i赢出
=』『似)dx=f磊，(工)出+∑三‰+∑：唯
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(其中心=e：厂(J)出且吒=C：?也“，(J)出)
为证原积分收敛，只需∑：“。与∑二V。同

时收敛即可，现下来考察它们各自的敛散性。

由心=层厂(工)出≤层鲁出≤三(切+反)，．砸
，， 一 1

2詈(七穷+瓯)_扩=o(方)(k_8)，口 Jc一’

因u>l+T，号u一^y>l，琚引理I(i)对应的无穷缴数形式

知：∑三石(击)<佃号∑：‰收敛；

吼=F删挑k+1．t‘吨丽而鑫南
．f(I+I埔 ∥d石j唯≤J船再丽亓孟赢南研

号屹s。j-hcJ+1J,4+(七石)x。rdI。xi丽了
ro+I弦 ∥dx

2J垃再蘅雨瓦了。垃 n+(七万)PI反射P

号％≤e栅蔬丽xrdx =--叫两1)
同理为了保证∑7心收敛，只需取一适当的．1 ／1同理为了保证乞 心收敛，只需取一适当的

值使得俨帅l即可，这一点是可以办到的。
因为a>(1柏(1训，可令￡=口一(1柏(1+7)>D，

而g／gu=l+弦匆，

则有a一印一y—l=a一(1+y+寺坍一(1+y)
=手>Dj口一z伊殄1 J

综合上述知：当a>il+』B)(1+7)时，原无穷积
分收敛。

4结语

显然上述几个无穷积分的敛散性都无法直接

用比较判别法来判定，因为事先我们根本不知道应

取怎样的比较对象．而如上运用阶的估计法来判定

却是比较方便的。这显示了阶的估计法在定性判定

方面的优越性。在运用阶的估计法来判定无穷积分

的敛散性时．第一步通常是要对无穷积分的被积函

数进行“换底”，其目的就在于将它同的阶作比较。

而运用此较法的关键正在于能否对无穷积分的阶

进行迅速而准确的判定，如果能做到这一点，那么

判定的过程将大为简化。
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The Application of Order-estimate Method in Determining Convergence and

Divergence of Inf'mite Integration
．Xu Songlin,Wang Longkui

(Anhui Institute Of Architecture&Industry，Hefei 230601，China)

Abstract：This article mainly verifies two determine—theorems in the order—estimate method used for

determining convergence and divergence of infinite integration and employs the order··estimate method to

determine convergence and divergence of infinite integration which is not easy tO be determined by corn-

parison tests to show the merits of order-estimate method．

Key words：infinite integration；order--estimate method；comparison test
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