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多延迟微分方程多步Runge-Kutta法的散逸性

娥j金然1，刘建国：
(1．黄山学院数学系，安徽黄山245041；2．中南大学教学科学与计算技术学院，湖南长沙4lOcr75)

摘 要：将(七，Z)代数稳定的多步Runge-Kutta法应用于多延迟微分方程．讨论了该方法的数值散逸性。

并获得了(J|I，￡)代数稳定的多步Runge—Kutta法的有限维散选性结论。
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0引 言

科学与工程的许多问题具有散逸性，即系统具

有一有界吸引集．从任意初始条件出发的解经过有

限时间后进人该吸引集并随后保持在里面。散逸性

研究是系统研究中的重要课题，当数值求解此类系

统时自然希望数值方法能保持系统的该重要特征。

1994年，Humphries A R t玎等首次研究了Runge—

Kutta方法对有限维系统的散逸性。2000年，黄承明

等障栅研究了延迟动力系统的散逸性．并获得了

Runge—Kutta方法、乒方法、单支方法的数值散逸性

结论。2001年，余越昕等161研究了多延迟微分方程线

性扣方法的数值散逸性。2007年，王素霞等用证明了

Runge—Kutta方法继承了该方程的散逸性结论。本

文进一步研究了多步Runge—Kutta法关于此方程的

数值散逸性，并获得了他，D一代数稳定的多步

Runge--Kutta法的有限维散逸性结论。

1 应用于多延迟微分方程的多步Runge--Kutta法

设H是一实或复的希尔伯特空间，(·，·)是日中

的内积，II．1睫该内积导出的范数Z是H中稠密的连
续嵌入子空间。考虑双延迟微分方程

I)，’(f)=，(yo)．y(t一毛)'y(f一乞))．t≥0
Iy(f)=矿(f)．，s0 (1．1)

其中气，％是一正常数，9(1)是连续函数：．XxXxX-．H

是一局部Lipschitz连续函数．并满足以下条件：
Re(u，，(“，H，y2))s r+口J=112
+屈llv,112+厦0y：112．“。h，y2 E x (1-2)

其中y，d月。岛是常数。

定义1．1瑚方程(1．1)称为是散逸的，如果存在

一有界集BcⅣ，使得对所有闭集①CH，存在一时

间删和，使得对所有包含于巾中的初始函数妒
(t)．对所有t≥to，相应的解巾胞含于B。B称为日
中的吸引集。

命题1．2田假设某函数满足(1．2)，则

7≥D，届≥D，岛≥D。

定理1．3设巾)是方程(1．1)的解，且a叩，啦<
D，则对任意占>D，存在，=，’(西，如丕=唑PI①(fⅫ，使得
当l爿掌时．有

№)旷<石丽T¨。
所以系统是散逸的，对任意占>D，开球

曰=Bn／=诩万石硒鬲万是其吸引集。
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考虑求解系统(1．1)的多步Runge-Kutta法：

yi00=主勺％+川+A窆％．，(匕cⅢ，巧∽，巧r"，)．
y=i j=l

其dPh>O是步长，系数a{『，％，矽，和∞是实常数，一
是系统真解在t．=nh的值yO,g凡=o，l，2，⋯J的逼近，

yj(nJ逼近y(t。+圳，Z‘”’和E‘一)分别逼近y(t．+咖一)fI
和巾水毋-)口。荆段设Dscis币=l，2，⋯s)，

设死=(m广61)．Il，乃=(，，12—62)h，ml，，，12为正整数，

a,a／[o,1]。矿o)矿。河由下面线性插值程序获待
l

i ’l!

e‘n)=4_o—n+1)+(1—4)yj(,--、)，J=l，2，⋯，s(L5)

影‘n)=嘎弓‘”吨H)+(1一盈)巧‘”吨)，j=k2,．．．，J
(1·6)

其中当t．+cjh一互≤O，‘+巳|}l一乞≤O时，

∥=q)(t．+cjh-1：1)，

多步17／R'嘴)=q舶)(t．+纽c法(1,h-．3)z2，)’弑欹晶os级
r值一般线性方法的形式，令

q-=f％】∈尺舶，G2=【～】∈R肿 (1．7)

『■‘?1
C：-2 l二⋯二I出⋯，

l-y。 ⋯ 九J

『。0 10：：：o101 0I O ⋯

C22=I i i ； ⋯ i I∈R～ (1·8)

1．0呈墨．1 0三。01，JL I 口2
⋯

，-I ，J

对任意给定||I×?的实矩阵Q=【吼】，定义相应的线

性算子 Q：x’_÷x，

QⅣ=V=vI iI，2，⋯，l，I y E x‘．

U= uI，口2，⋯，Ⅳ，y∈x‘。H，∈x，

其中M=∑q{『M』，i=l，2，⋯，七。
多步R晶伊一№法(1．3)，(1．4)写成s级r值一

般线性方法的形式为：

y(一’=|IIqIF(y‘M，，‘一I，夕‘^’)+c12y(一．1’ (1．9)

)，∽=hC2I，(y㈨．尹”，∥)+c笠Y¨’(1．io)
其中y∽=(K‘^．，匕∽，⋯，匕o’y。

，∽=(矿)，巧∽，．．．．，∥)r，
矿(，，)=(E‘¨，兄o)，⋯，E‘n’)r，
)，o)=()，川，Y^+2，⋯，Y⋯)r，

F(y“’。P⋯，F。’)=(，(妒’，开”，E佃’)，
，(y2cm，五‘^l，圪c^，)，⋯，．7f L／--．，(n)，．y，s(n)，Et^，))r。
Runge-Kutta法及多步配置方法都可视为多步

Runge—Kutta法(1．3)，(1．4)的特例。

定义1．4假设，是实常数，日是有限维空间。

多步Runge-Kutta法(1．3)，(1．4)称为是有限维GD(t)

一散逸的，如果该方法应用于系统(1．1)且满足^(口+

JB。+脚<Z时，存在常数r，使得对任意初值y㈩，⋯y(-1)

和M1．．·，弦-，存在仅依赖于初值的no有
llY。ll-r，疗≥‰

特别地，GD(O)一散逸的方法简称为GD一散逸。

定义1．5嘲设血，￡是实常数。多步Runge—Kutta

法(1．3)，(1．4)称为是(k，Z)一代数稳定的，如果存在一

个实对角矩阵D=diag(d。，也，⋯，由I>0和实对称矩

阵G>O，使得矩阵肚％】非负定，其中

肘=匮装篓nc％i,oq嚣嚣囊‰。](1．1刁肚【％一G％一 和+崛。一《昭一2f积。J(1．1刁
特别地，(1，0)一代数稳定的方法简称为代数稳定。

定义1．卵多步Runge—Kutta法(1．3)，(1．4)称为

是级一可约(stage-reducible)．如果对非空指标集TC

{l，2⋯，sl，铲0拈乃6印，i譬T,jeT。否则称为是级一不
可约(stage-irreducible)。

如果方法是级一可约的．则该方法等价于一个

比它低级的另一个方法。接下来，我们介绍步一可

约，同样的，如果方法步一可约，则该方法可以写成

更低步的方法。

定义1．和多步Runge-Kutta法(1．3)，(1．4)称为

是步一碳3(step—reducible)，如果多项式p，O壤。
有公因子，其中仃。O)=工7一∑口』工川．

O"t(工)=∑aUX川，f=l，⋯，f

否则称为是步一不可约(step-irreducible)。

定义1．妒多步Runge-Kutta法(1．3)，(1．4)称为

是可约的．如果该方法是级一可约或者步一可约。

对任意pxp非负实对称矩阵Q=【gd，在俨上定

义伪内积：(y，z)口=∑q口(■，Z』)，
Y=G，⋯，yP)J∈HP，Z=(Zl，⋯，ZPy∈H，
以及相应伪范数：IIr岵=(y。Y)：2。

∞

∞
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翱两羹萎地，当D正定时’它们就是矿上相应的内 =万。lly‘J一一+I)IIlid2+(1一一)|ly r，。啊，02D (2．3)
积及范数。

⋯’ 、 ”” ¨
、 7

我们假设方法(1．9)，(1．10)总是存在唯一解 同理，由(1．6)得

‘w”，⋯L“。"。 ‘P弘砷∽叫，II；+0一刚"嘶，旺
2有限维散逸性分析 记r=max{‘，乞l，m-n,ax{m,，％l，由屈≥o，压≥o

及(2．2)可得

体。h翌窑星主登苎耄苎2耋冀望耋爹!等《螂口 8y∽眩s oy c一-，蛙+2 o，+-)^d，+2@^一，)．杰4y。，眨
法的有限维散逸性进行分析。假设日=X=∥。

” ”” ” ⋯
．1=0”

”。

引理2．1唧假设侈，o)鼍．是次数严格小于叮 +2^夕-羔p·IIy““’眨+(1-8t)lly“’配)
的多项式空间Jprl中一组多项式基，则方程组￡旧 +2^∥：．n∑-m似：IIy(川，眩+(1一万：)oy∽II；)

蒜篙：i淼茹Z黧忙鼽’⋯胁1且存缈-，nl--m、”mⅢ州口--嵋|lb )hd +P一2)-f】加。，E在不依赖i的常数t，，使得
s 0y—I|o+2”+l ，，+2．p(口+∥-+ -j J互07⋯lD

晒m纠ax Ily．+tII勒m。§a酬x b圳． +2(A+肋f⋯ma+x．PII； n．、

引理2．凹假设多步Runge-Kutta法(1．3)，(1。 令A。表示矩阵G的最大特征值．
p1’

4)步一不可约，则存在实常数口t，i=I，⋯，B使得印∞ ％=惦m。ax一．Ily，112。舐--一。m鲥a。x。怫屹，
和∑二qqO)无公因子。 Rt=max@．．口：)，∥=f—JIl@+届+卢：)． (2．5)

定理2．3 假设多步Ru，襻-Kuaa法(1．3)， 则，／z>0且有

(1．4)是步一不可约且(量，力一代数稳≤的，协o，七≤l，面 II,¨’虻+2∥芝1-。Hy⋯II：
该方法是有限维GD(g)一散逸的。 s(，^+2(展+∥：)f)月．+2 n+1)hdy (2．6)

证明 假设多步Runge—Kutta法(1．3)，(1．4)是 当伽时，flj(2．6)及膨O可得
(jc，z)代数稳定的，由定义1．5容易得到： 舰0y‘”’IID=o，舰0铲町《。=o舰眵‘n’I。=o (2．7)

Iy扣隹一kl,㈣雹一童Re(p’，肛(一，F坩，，¨珑+型|yo鼍 则对任意e，>～O，存在no以。占)>o’使得

：(GJlF(∥，”．∥)+％严哪，G(G脖(∥，∥，尹，)+乞_)，㈧)) 0匕㈤II。5￡

+(_)，¨，。以回㈣)+2Rc(G．腼(尹，，弘，，∥)+q：y㈣， 0E佃’IID≤￡，
蝴栌(一，一，一)>+(G．肛(∥。"，一)+G：y㈣， 胪佃’lID<￡，j=l，2，⋯，墨，n>_no． (2．8)

如(‘。肛(p，”，洲)+G：y¨’)) 由(1．3)，(1．．4)可得。

II一 - ．

=一((y㈣，耵(∥，∥，∥))，肘(广”，肛(∥，砷，∥)))≤o(2．1) 忙(￡)咒4≤l；％％，-t8s地善M+岛
由(1．2)及后≤1可得 f：l’⋯，毛n≥‰

(z·9)

眦点一茹=并舻∽il lifo(巩U～It-2hfl 2hfl II嘉‰8II+ ．』，o’0：+ ：II矿o’Ie ．

；i。

s 0y(-l’旺+2 o+1)hdr+2@IIl—1)．毫0y(』’眩 ≤地∑j=lI乃|’n≥‰ (2．10)

+2^卢。割严小2矗声：11：。’II： (2．2)其中k㈣sup惟脚昨蚪吣附托
其中d=∑d／。 由引理2．2可知，存在实常数％i=1，⋯，s，使得嘶)

由(1．5)得

4，c，’0：≤或2 IIY'产一t+l，II；+(·一磊)2 II,(，一一’I：
+t呈t(1一磊)(IIyc，一一+I’0：+8多u一一’II；)

和∑吒吼G)无公因子，则有

lC；萎；≥，(￡．：：y一8s{主lt，-I[^￡姜。p。卜￡]·一≥一。(2．，。)
进而得到II[盯。o)一蓦。^Q)]y．|Is—L善．I，：I’
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+杰I=1 Ip，I[^L凳p。I+￡]．n≥厅。 (2．。2)

另外，因为盯o Cx)和or。O)一 ft．．p，口，O)-ei素，
所以 。

lO．。(工)．Jp。o)一∑二．瞩o)]；㈨．⋯，r-I)
是多项式空间P卅的一组基。

由(2．9)，(2．10)，(2．12)及引理2．1可知

邮。障怫IL 窆i=1川(地枷+￡]]，n≥舴t却同 L J爿 川

当伽，利用阁的推导技巧可知。存在R>0，磊≥O使
得妒川b尺，n≥％ (2．14)

其中

雨：丛生黑丛逃+2朋+，’～2-—1面_+2朋"’

：，二三：)}兰’’，2’≯+蓦h[^厶杰．阮l+．匠J11JE lrJI I／-i j-I

2．口。7“h。 +杰训^厶杰M+．巨11．
L ，I‘ I

口2’=4(m+r)hdⅣr．

、

厶=毋廿⋯籼⋯眠

1圭1(2．13)及(2．14)可知多步Runge-Kutta法(1．3)．

(1．4)是GD(I)-散逸的。

引理2．护如果级一不可约的方法(1．3)，(1．4)对

矩阵G和D是代数稳定的．则D>0。

推论2．5假设多步Runge—Kutta法(1．3)，(1．4)

是不可约且代数稳定的。则该方法是有限维GD一散

逸的。
’
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·Dissipativity of Multistep Runge--Kutta Method for Multi-delay Differential Equations
Yao Jinranl，Liu Jianguo"

(1．Department of Mathematics,Huangshan College，Huangshan 245041，China；2．school of Mathematical

Sciences and Computing Technology，Central South University。Changsha 410075，China)

Abstract：Multistep Runge-Kutta method with 0cJ)-algebraically stable is applied to multi-delay

differential equations．The dissipativity of the method is discussed and the result of finite-dimensional

dissipativity of(I【’1)一algebraically stable multistep Runge-Kutta method is obtained．

Key words：multi--delay differential equation；multistep Runge-Kutta method；(kJ)-algebmically stable；

dissipativity
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迟系统的GPk-稳定性 -应用数学2000,13(3)
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