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模P法讨论丢番图方程

方辉．林慧敏
(黄山学院数学系，安徽黄山245021)

摘要：利用模p(或P的方幂)法，结合数论中关于素数P的基本性质和结论，非常有效的讨论了几类丢

番图方程无解，及求解等问题。
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1 引言

丢番图方程是讨论整系数方程，(玉，如，⋯，Xn)=0

的整数解和有理解问题。公元3世纪．古希腊数学

家丢番图(Diophantus)所著的《算术》中研究了一次

与二次方程(组)有理数解和整数解的各种方法。

丢番图的《算术》一书于1621年被译成拉丁文。

17和18世纪的大数学家Fermat，Euler，Legendre等

都研究了丢番图方程。1637年。Fermat在阅读此书

中讨论Pythagorean方程工‘+Y‘=Z‘的邪一页空

白处写了一个评注。他认为每个整数以(≥3)。方程

X”+Y”=z“都没有正整数解，并声称给出了这一

猜想的一个巧妙的证明。但空白处太小写不下。自

那以后。人们只看到Fermat对，l=4的证明。直到

1995年才由Andre Wiles给出完整的证明。文献【l】给

出300多年来，为了解决Fermat猜想，引进了一系

列深刻的数学概念，建立了一个又一个重要的数学

理论．人类的智慧得以充分的体现，因此丢番图方

程的研究一直是数论中一个重要分支。

所谓模P(或P的方幂)法：关于整数的命题(含

丢番图方程，整系数多项式，整系数矩阵，群的阶等

问题)，通过模素数P(或P的方幂)进行计算，判定

命题正确与否的方法。

文献12J和{31是丢番图方程的专业论著，为讨论丢番图

方程提出了因式分解法、不等式法、无穷递降法，二

次互反律法、模P(或P的方幂)法、连分数法、理想

分解法、局部域法、椭圆曲线法等等方法。本文应用

模P(或P的方幂)法，讨论几类丢番图方程解的判

定问题。

2丢番图方程问题

我们将讨论丢番图方程厂(■，X2，⋯，矗)=0

无解或无非平凡解的问题，利用下面的事实：若

f(xI，X2，⋯，．If,n)=0有解，则同余式，(五，工2，⋯，xn)三

0(modp|)必有解。即同余式f(x。，．12，⋯，Xn)暑0(modp9

无解，则丢番图方程厂(一，x：，⋯，■)=0无非平凡

解或无解。因此就可以利用上述的结论去探讨一些

简单的丢番图方程，文献141给出下面需要的一些结

论。

命题1欧拉判别法则设P为奇素数，

则

其中
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命题2设P为奇素数，则

c t，(-1、：=(-1)一2’={一。1，,pp-三一l(m，。mod。4d)4，

㈨，f)／-l_{l,p-+l：篇，
命题3 (二次互反律)设P和幌两个不同的奇素

数搠一(昙)(詈)=c一，，字譬=1,p(或q)-l(mod4)I
命题4正整数

，l=工2+y 2铮n=28(1-I p?1)(n曰；)

其中Pi三l(mod4)，i=1，2，⋯，，．，日j兰3(mod 4)，y』

三0(m od 2)，J=1，2，⋯，J。特别地，4足+1型

素数可以表为两平方数之和．4足+3型素数不可以

表为两平方数之和，又称为表二平方和问题。

2．1模2(或28)的基本类型

类型(1)：方程X2+Y 2=4Z+3 (1)

无整数解。

证明：因为工2兰0，1(mod 4)，Y二兰0，l(mod 4)，

则J2+Y2兰O，1，2季3(mod4)所以方程(1)式没有

整数解。

变式(i)当a为整数，n为非负整数时，方程

x2+y 2暑(4a+3)2n+l z
2

(2)

仅有平凡解工=Y=z=0。

证明：当a<0时，(2)两边一正一负，故此时无

解。当a>0时，假设X，Y，Z是方程(2)的非平凡解，

且满足X，Y，z)=1对(2)式。两边模4，可得

z三O(mod 2)(否则X 2+Y 2暑3(mod 4)，矛盾)

号X2+Y2兰O(mod4)即x三Y毫O(mod 2)与

X，Y，z)=1矛盾。

注：类型(1)和变式(i)都是命题4的特殊情形

推出。

变式(ii)方程X2+2y2=8z+5或8z+7和

X2—2Y 2=8z+3或8z+5没有整数解。

变式(iii)方程工2+Y2+Z2=4口(8w+7)(3)

无整数解。

证明：当口≥1时，z：+Y2+z2-O(mod4)jx-y=-z

兰0(m 0d 2)。所以我们只需验证口=0的情形，

由于r／：兰0，l(mod 23)，可得：

工：十Y 2+z：拿7(mod 21)。所以方稃(3)式无整数

解。

类型(2)当日兰b兰c E l(mod 2)和；a三b蓦c(mod4)

或ia三6暑c三t(mod 2)和6+c三口，4(m。d 8)时。

方程ax2+易y2+cz2=0 abc≠0(工，Y，Z)=1 (4)

无非平凡解。

证明：当a-b-c=-l(n∞d2)和口兰b兰c(mod4)时，

及(J，Y，：)=1，贝,lJax!+缈2+铊：兰X2+y2+z2事O(mod4)，

故方程无非平凡解。

当ia兰b兰c奎Rmod2)和扫+c三口，4(mod8)时，

及(J，Y，z)=l。

由条件知a+b十C≠O(mod 8)。故X，Y，z不可能都

是奇数．只能是二奇一偶或二偶一奇。

若石为奇数(即x 2暑l(mod 81)，Y，zYv偶数

时，推tSa+毋2+CZ2暑O(mod 8)，可得a i 0(mod 4)

与条件不符。菪X，)，为偶数，z为奇数时，可以推出

缈2+C兰0(rood 8)，即得c是偶数，矛盾。可以类似

地讨论Y为奇数，五z为偶数的情形也不发生。

若x为偶数，Y，Z为奇数时，

ax2+by 2+CZ2兰b+c三2事0(rood 8)，

矛盾。若X，Y为奇数，z为偶数时，

ax2+by2+cz2兰a+b+CZ2兰O(mod8)，可得

a+易三0(mod4)，与条件也不符。若y为奇数，工，zYv

偶数时，ax2+by 2+CZ2考a+by2+C兰O(mod8)，

可得a+c兰O(mod 4)，也与条件不符。综上所得

方程(4)式无非平凡解。

注：若丢番图方程的次数是齐次的，则有平凡解。

变式(i)当a+6E0(mod2)，cd毫l(mod4)，k暑l(mod2)

时方程z 2=(ax2+by二)：一2k(cx：+dy：)： (5)

仅有平凡解。

变式(Ji)当a暑b三C三+l(mod 4)时

方程ax2+缈2+CZ2=2dxyz (6)
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仅有平凡解。

变式(iii)当ai包，q，d。(f=l，2，3，4)都是奇数，

aI兰a：量a3暑a4(mod 81，bl暑b!三良兰bl(mod
81

，

(cJ+c2+C3+c4)(dl+d2+d3+d4)三O(mod 24)；

则方程(∑n，x孤∑6，x；)=2良(∑c,x1)(Zd，x；)(7)

仅有平凡解。

注：1．变式的证明方法与类型(2)的证明方法雷

同；2．我们对这些变式的系数赋值，可以得到一些具

体的丢番图方程，例如：方程J!+Y：+z：=2xyz仅

有平凡解，等等。

2．2模3(或岁)的基本类型

类型当c事o(mod3尉，方程(3a+1)x：+(叻+1)y2=c(8)

无整数解。

证明：假设(8)有解x,y我们对(8)式两边模3可

得：X：+Y 2兰0(mod 3)j X羞Y三0(mod 3)，即推

出c兰O(mod 3)，矛盾。

变式(i)方程X2+Y2+z2=9w+4 (9)

无整数解。

变式(ii)方程X3+3y3+9z 3—9xyz=0和

X’+2Y3+4Z 3=9w3仅有平凡解。

变式(iii)当n兰d兰4(mod3 2)，b兰0(mod3)，

c-=+l(mod3)时，贝|J方程arS+3bx2y+3凹y2+两户=z3(10)

仅有平凡解。

证明：假设方程(10)式有非平凡解x,y,z，且阮y，z)

=1，可知xy聿O(mod 3)(否则可推出3 I(工，Y，z)，

与(工，Y，z)=1，矛盾)，且3+z，由工2；y2；Z2；l(mod3)

j z兰口z+dy(mod 3)，将它代人(10)式得

Z3--a3x3+3a2dx2y+3口d2删2+d3)'3(mod32)，可得

(孚卜㈣2咖2y+(c-ad2)咖(孚])，3§Ⅸmo㈣
由于费马小定理知X3兰x(mod3)．Y3兰y(mod3)，及

J 2三l(mod 3)，Y 2兰l(mod 3)我们有

X+(6—1)y+(c一1)x+Y兰Ofmod 3)j X兰O(mod 3)

与xy车0(rood3)矛盾，故方程(10)式无非平凡解。

2．3模7(或7a)的基本类型

类型方程

(7a+1)x’+(76+2)y3+(7c+4)z1+(7d+1)xyz=0(11)

仅有平凡解。

证明：设方程(11)式有非平凡解x,y,z，且伍，)，，三)=1

埘(11)式两边模7可得：，+2y’+423+捌：兰O(mod7)

注意到n 3三0，±l(rood 7)，其中n为任意整数。

若z￡0(mod7)j膏’+2y3；O(mod 7)，有X 5 Y E 0(rood7)．

矛盾。

故Z≠O(mod 7)，可设工兰■z，Y兰Ylz，

贝Ij x?4-2Yi+xlYl+4兰0(rood 7)，

很明显X1Yl≠O(mod 7)，因此霹兰+l(mod7)，

Y?兰+l(mod 7)。我们需要验证下面几种情况

都是不可能的。

①彳暑Y?三l(mod 7)j X1Yl兰O(mod 7)，与

XlYl季O(mod 7)矛盾：

②#三Y?兰l(mod7)j XIYl兰一l(mod7)，于是

1三XI-aY L3兰-l(mod 7)，矛盾；

③#兰Y÷三l(mod7)j^)，l-4(mod7)。于是

-1三一3Y13兰l(mod7)，矛盾；

④X?三Y?基l(mod7)=专五)，l三2(mod7)，于是

一l三一3y13兰l(mod 7)，矛盾。
w

所以方程(11)式无非平凡解。

变形方程X3+2y3=7(Z3+2w3) (12)

无非平凡解。

证明：设方程(12)的非平凡解，满足佤)，，z，w)=l，

若7-／-y，则y3兰+l(mod7)，于是有(±工)3+2 O(mod7)，

这是不可能的；故71)，j7Ix,再对(12)式两边模7呵

得z3+2wk 0(mod7)，用上面同样的方法可推

出：7|：，7 w与伉y，z，w)=l矛盾，所以方程(12)仅有

平凡解。

2．4模P(或P。)的基本类型

类型(1)当P三3(rood4)Iq,-j"，方程J2+1=PY(13)

无整数解。

证明：当p兰3(mod 4)，由命题2知：(}]=-1，
则二次同余方程X2+l兰0(rood p)无解，所以方程

(13)无整数解。

变式(i)当口有素因子P，且P z 3(mod 4)时；
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变式(ii)当“无平方因子含素因子P，f{．，，；3(rood4)

时：则方程工2+Y2=az 2仅有零解。

变式(iii)当a无平方因子目．含素因子P，满足

P兰+3(rood 8)，则方程：X：一2Y：=a2,二仅有零解。

变式(iv)当以无平方因子且含素因子P，满足

P 5 5，7(rood 8)，则方程：X二+2y：=az：仅有零解。

证明：设方程x：+2y：三az：有非平凡解，对方

程两边模P得工：三一2y二(rood p)，则由P；5，7(mod 8)

及命题7知：

(_--72]=({}．)(吾)=c一·，譬c一，，孛=一·，矛盾，
所以原方程仅有平凡解。

注：变式(iii)可以用同样的方法证明。

类酗(2)当p，q是素数，且满足P兰3(mod 4)，

q兰l(mod 4)时，方程x2+qY2=P (14)

无整数解。 工，Y

证明：设方程(14)有解x,y，由(8)式的两边分别

模p砜可得㈩2 l㈡=l；当罔(mod4)，
q三1(rood 4)时．由命题3知：

㈧州北㈣十一，酱㈠，龟一·
与㈩㈡郜符，故槲㈣无整溉

注：利用方程(14)式无整数解，我们可以编写以

下练习：

①设，J≠Ⅱ，b为任意整数，则114-p+562)。

②证明：方程工2+17y2=19无整数解。

③若P和P+2是孪生素数，且P可表为二平方

和，证明方程X2+PY2=P+2无整数解。

证明：由命题4知P基l(mod 4)，再根据(14)式

知方程X2+PY2=P+2无整数解。

关于利用高次同余的基本性质及模P(或P的

方幂)法，讨论一些特殊的丢番图方程，这里不再给

出，请参阅文献㈣。

我们在解丢番图方程时，有时模几个不同素

数．有时会和分雠因式法，无穷递降法，二『久互反律

等方法联合使用，会产生奇敏，使问题的解决更简

洁。

例1证明丢番图方程15x二一73'：=9无整数解。

证明：对方程两边模3，可得Y；0(m od 3)，

再模9可得J兰0(rood 3)，令上=3xI，Y=3y．代人方

程，化为1 5工．：一7yl：l，由Yi三o，+l(mod5)，贝lJ
2y?+1事0(rood5)，故方程15xj一7y?=1无整数解。

例2证明丢番图方程Y二+4=石‘危整数解。

证明：由费马小定理知(，)2=J10-0，I(modI 1)

j工‘三0，±l(modll)；

由Yko，1，3，4，5，9(roodll)可得Y2+4-2,4,5，7，8,9(mod]1)

于是方程两边模11不相等，故方程无整数解。

例3设m，堤正整数，满足3mA=(，，l+3)”+1，
A是整数。证明A是奇数。

证明：当埘是奇数时。显然A是奇数。当m是

偶数时，由于A是整数，我们有o；(研+纠2+i---r∥+l(mxl3)

j，l=2k+l，m三一l(mod 3)，讨论下面情形：

①设m-0(mod8)，贝Ij(_r，l+3)”+lE3：“。1+l兰4(mod2’p亏

3mA兰0(mod 231矛盾。

②设m=4m。，m1是正奇数，从m三一l(mod3)，则存

在m的一个奇的素因子P。满足P三-l(mod3)，

由于A是整数知，(m+3)”+1；32“1+1兰0(mod p)，

可得(3“1)‘---3(mod p)，注意到(号]=(；]2一，及
f，二三1：l，然而命题1，命题3知
I P J

-=㈡=㈥净叫Tp-I(砂-，半半，
_(．1广1【詈】=-1矛盾。
③设m=2m．，ml是正奇数，即，，l兰2(rood4)，则

3m三2(rood4)及(m+3)“+l三(2+3)”+l兰2(rood4)。

所以A是奇数。

例4设，l>1，则丢番图方程，=年+f，伉力=l(15)

仅有正整数解(J，Y，：)=(1 1，5，1)。

证明：如果(15)有正整数解，则显然氰三l(nlod2)，
Y=I(m od 4)。由(15)得
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(2：+J√=了)(2：+J√i)：yj由娩【√了】是唯一分 参考文献：

解环，月2≠x，故(2：+J厅’2：+工厅J-l，因 船淼鑫l敏敬．I)IO论I't触lANTⅢINl‘E长沙EQ[J湖ATI南教ONS育出[M]．A版社cad㈨’2ljt：002№．。
此可设2：+工√一I=(“+v√一1)3，y 2 U2+矿2 Imndon and New York．1969：3-1 I．

j 2：：“(“2—3v-')，由于y三l(m。d 4)可知“，v一奇 【3】曹社殄,1富98’7丢：1番3-圈17方．程引论IM]，哈尔滨：哈尔滨工业大学出版

～偶，可令蹦=±2：，“2—3v2=±l琦2k一3v：=1 ．
【4】4 Daniel E．Flath．Introduction to Numlwr Theory,[MI．A

再由p 2三J(m。d 8)，即z：l，y二：l j y：5，J：l l。
wney—In。ersciPnce PIJlJlis“jng№w Y。文，1989·

所以方程仅有正整数解x，Y，z)=(1 I，5，I)。 责任编辑：胡德明

The Application of Mod P Method to Diophantine Equatio．s
Fang tlui，Lin Huimin

(Department of Mathematics，Huangshan University，Huangshan24502 1，China)‘

Abstract：In this paper，the solution to several types of Diophantine equations is discussed by using

mod P or rood idea with other prime properties．

Keywords：prime；congruence；rood P method；Quadratic Reciprocity Law

·徽州文化小资料·

歙砚宙与产生盱期

歙砚始于唐代。据北宋治平年间(1064-1067年)婺源县令唐积《婺源砚图谱》载：“婺源砚在唐开

元中，因猎人叶氏逐兽至长城里，见叠石如城垒状，莹洁可爱，因携之以归，刊粗成砚，温润大过端

溪者。后数世，叶氏诸孙持以与令。令爱之，访得匠手琢为砚，由是天下始传。”歙砚石的主要产地在

婺源县龙尾山。由此可知，歙砚砚石发现于唐开元牟阍(713-741年)。稍后，歙砚即名阐天下。1976

年合肥出土的唐开成五年(840年)箕形歙砚，石质细润。色泽清纯，是早期歙砚的珍贵遗存。南唐时

期。歙砚大受宠遇．中主李臻精意翰墨，宝重歙石，专门在歙州设置“歙砚务”，选砚工高手李少微为

砚官．并令其招徒传艺。后主李煜更对歙砚极为推崇，把歙砚与澄心堂纸、李廷硅墨誉为天下冠。宋

代以后，歙砚获得更大发展，砚石开采规模扩大，歙砚精品不断涌现，名色之多、质地之细、雕镂之

精，为诸砚之冠。宋代文学家、书法家黄庭坚曾探赏歙砚佳石后写下《砚山行》诗篇。蔡寰将歙砚与

“和氏璧”相媲美，认为歙石价值连城。欧阳修赞誉歙砚“远出端溪上”、“世所罕见”。苏东坡为歙砚

题咏了《龙尾砚歌》。

万方数据


